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joifgaieéa Compl(p;i) <n dacdageil.



ioladaiiediaaiey aaiiié iladée, atdedapo danoon r (e¢ +efiéa Tioa-
4aeaiiio a ifadee) e eudo addodiea ivaiée  f(n) ia adee+eid caodao
laideiad, a 66agdl eé+aa

max Compl, (p;i) <f (n):

size(i)=n
Ifiifaita isloeaida+ea: 0i+i0& 10diée 0aéial diaa eioadanid

aey iiadeaé at-eneaieé n odagenoe~idie yghéaie idiadaiied 1aaiey,
aey éioiono eo+aied éaéed-ieddal oaidaoe+anéed 1oaiié T +ait 066a-
it. Adoiad

(lageiil cadeneilé, caaeneo 10 "aedéaca”, a 1ofi6 dagoeuoa ol

alnodi 6noadadapo) xeneaiité yéniadeidio.

(i aieia +anoineé) 1asoasaiey a ivdadéaiee danosna. iaio iaog,

a a+anoaa asaiaié aéy C T1an+ao oieuéi éiee+anoaa aaieiy a-

1006 adedidce+anéed fiadaceé (eée oieliél noaaiaieé).

lifiodTaiead +anoitd Toaiié aey aieaa isinoié "eadoga+iié" iadee

& 6+30 caidaeadiey ide éiiieeyoee a ddaeuité ycué

compiler : pm 7! pc;

o7 él0id0é  aféacail (laia 0aidaia aey 1adl 1iadeaé), +o

i

Timec(pc;i) < (Timew (pw ;i))° + 1000:

Ange 10 onocaitagi, +oi asaiaiiay neieeiiiol iaéioldié caaa+ eam
anoio(n?), of iieo+ei 44ddipp 16aied O(n10% a C. Yoi cadsoasaiiay,
it ~anofay foaiéa.

Eaé foilfieony € oaéei 16aiéai Efia+ii, iléacacdél foaiaie
aanuia iaoi+ai, it of, ~of adaiy anou fnoaiaiiay 66iévey, a i yénitiai-
0a aafiiépoii oi+iil Cia+éo, efiiélciaaol yoio ifadia daco iiT ofaaa,
idaa daseia 0acieda ideedo iifai+eaii e yéfiliaioié, a ia ia &40 n?
e n3. Olada & 04idaio 67 éiiieeyold ileeil diéaciaacu ia a nailé
fieeliié oidia (iaioeidd, ia 6oi+iyy iléacacasl fioaiaie), & faaa fia a
aleligeinoaa neo+ada iéaciaaaony i~aaeaié
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N

iaoidiagiiinou Oacena Olpdeida finoieo a ofi, +oi 1i & iieed 0
adou reitioup aifiifaai iacdiaoé+anéeie fodanoaaie (aié acai éaé
o T o . A~ -4 0 o Aulf:l

Yy
aniaonidéoeaidie). [de+eia idaiciiaeiifioe iMéifal iao aoe+aneéf-
ai 1ainitaaiey éataony a néiaad éaéiai oaiail ychéa ioiada iiédtaa-

ey Tie ia liodaaey fiaiaénoda ycaéia, 1 &ioiod 0 eaao
8+, ie eadial-eeal naiénoaa yoial naidénoaa. Anee eo caiaieod ia ai-
fioaoi+it fam fiaiaénoaa y (éia 167adai iediaaiey

iaénoaa ycléia idiada
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1.3. lialeaioi+i0a iageéin Oupseiaa 13
i5e1ds.  Tonou Aaiaénoal filfioled ég ycléia, C & PASCAL, caaai-
i06 et Tiefaiedl ed fieivaénena é Tadaceiiié ndiaiogé e. laa
ycliéa Taéaaapo éfiieeyoidaieé & ASSEMBLER, 1yoii6 a&y iaifi i-
aaiey filloadonoacpudal ~anoiial ies+ay Odcefia Olpdeiaa al Aoaot-ii
fodTeol é&fiieéyoid, iddladacopueé annaiaeasiné éia a io 1asai-
i6 a&y lageéit Oupdeiaa. iinedaiad yaeyaony aanuia ossaiaie e, i
aaniepoil ddagefioe+ilé caaa+aé 1l isiadaiiesiaaiep. Aey a 8866a0-
iiaf 1aodiace+anélal aiéacacdéirioaa Modaacaony aud adde 66es1aaol
ana ooe éfiieeyoida, 0.4. aléacao, +of Tié 6aaloaho idadeél i
1.3 lifaiedioi+i0a& iageit Oupdeiaa
Ediol 4anéiia+ia & Taa noiaii0. 16Mona y+aéée ianoo fielale # Anou
Taia éee ianéTenél asiains eaio (oTeuet a8y ~odiey), iaiaee & ianeéten-
61 aAi+e0 &aio (ifeeil +€0ao & iefiaol), 4é101d04a ec éioidt & ileeil
Tanyaéou acciaitie. Adiailé aéoaaed o filaédeeeony a eaioiii
e ia ffaddeeed #. Daco&loao (ia alciaiié eaiod) afou of fielal &  aéoda-
ae0d o, fa 810167l eee i&ilfidaanoadiil iAcaa éloisal inoaitagearn v
aieiaéa. Oafail 0aéeed 0544Taaol, +0lal ia 461AI00 €ioad &1  &laéa ia
6aaeyeani 1o adaies adlaiial fiélaa fadoaeo: iaideias, ieeil aaanoe
1adaie+204&0i04 46840 b & e aey Talgia+aiey adaies astailal  fiefaa, ca
é101604 a1e1aéd alédcaol caidatadony. la+astiay &lioeacs acey &aio
a0aeyaeo oaé:
Adiaiay édioa i énciaitié aaiitie
# [b]1][0]1]1]e|#
4
Daai+éa eaiou:
#|# | # [ # [ # | # |#
4
o# | # [ # [ # | # 8 #
4
At AEAEEEREEE
4
Daaioa iageit Tiéitaadony 06aly élid+itié 66ieseyie ( k élee-

+8fioal edio, Q deénesiaaiiia cadaidd élid+iia iiieedfoar fifiolyieé



14 gada 1. lageéid Oupdeiaa.

00):
Q ( ) Q itata finofyied
Q ( ki ( )k ilai& ftaddeeeila y+aaeé
Q ( )XIf N;L;Rg¢ 4aaeesediey aeiaie
E6 6aiaii caiefiiadol 4 4é4a i6140aii0 aaida iaidioeaiod+ 2aid
gliaia aéaa

aea qga7 dga
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ie+aied iiala fifolyiey fidaadeyaony (cadaiaa) iaiicias i

folyiep & niaddeeeilié 1aicodadaaits y+~aaé eaiod.



1.3. lilaieaioi+ind iageit Oupdeiaa.

istasaiia:
bt 7' gb# RN g O# 7! o OOLR
po# 7' gO0# RN qgl# 7! qlllR
pl# 7' @pl# RN ub# 7' qpb# NN

me# 7' qe# LN

006ie6eliedoao iia 0aeé:

F[b[L1]0]1]1]e[?
4 la+aenitd Ainofyiead
F#|### %% # .
4
Nifolyied qp idd8ia-
#lb[1]0]1] 14| cl# 0280 A1E1486 12 ABTA-
: ii6 €aiod & &iio6
#l# % [#]# [#[#]# fgtaa e iaiyaony ia
4
.
Niotyied o 1404
#b|[1]0][1]1]e# iA0ag0 Tad aleace
2 a  iBi0eATIIENRING
#1[1]0[1]# [# [# iaisaaEAieyD, &fie-
4 86y 400 fil aviaiie

84io0 fa daai+op.

peéf. 1.1: 15eiad iageit Oupdeiaa.







Addly Ty (input) yoi +&fél gadia a ad-efeaiee iageit Oupdeiaa

M fa adiaa input. Jaaii fi+-eocadony efileidiea failé éfiaiad, 0.a. flio-
aaonoaspuea eciaiaiey fifoiyiey e Aladdeeeiidl jaicoadaai 00 y+aaé
iaiyoe, a caéeed iadaiauaiey aieiaie, idiefidiayo ca 1 adaiai ]

Ciia, 1aiyou Swm (input) Tidaaaeyaony éaé iaéfieidi 1t anai oa-
Ai-ei éaioal éiee+anoaa efiféuciaaiiis y+aaé é ifiaiod o aiiaée
iageil M ia adiad input. Afige iageéia ieéidaa ia cadai+eaado 8aaioo,
of iéadaai ¢iio aanéfia~ité. R+aééa n+eoadony efiféuciaa iiié, anee

~A
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22884100 naténoa Tivdadediey 1400 féfeeiinod). ia Aain adé 4 0aéié
aeaiseoi Aouanoasao. Ii iiitaai ia neaadpuaé vaiéa:
O4idsaiaz21 1 fiéfaiep iagéid O[Jbéél’éa M ifeeil abt+éenééol

AAAAAA

Aleacedl 152414 1452A4IR0AT. Aey Aailal al-eReaiey Tidaad e
iMiyoea afioeasdacee a aafiaé 1Maio adaiaie: yoi AiRolyie 3, fiaad-
e&lTa ARAG 6410 & Tsiecaied aRas aleiale (IofAeoaenil 8aal & 0aies(
aeiea SRITBICIAAITNG 1A AAiiié 6Ai0A y+-A46). EAAST adadol,  ~Of &fee a
433 BACIOB 1MAIdA AdAIAIe 1AITAAIT0A &lfoeacdasee flaiaa apo, of
A-efBAIeA cAdeEeEIRl & 081aaa 1A casli-eofy. Cia+eo, 48 y iasaal
(chcai+eaapuaainy) a0+efeaiey ana efioeacdaces dacee+ia . Aree ciia
al-efieaiey afol s, A6T 6eeRediaal, of dacee~iao alciieilo &fioe-
5654086 14 41644, +&

Anae

\\\\\\\\

1. T M;input;s al0+éféyal T = nkoCS ¢ i1a6ed0ai al+enedied
M(input)ia T @
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aifoaoi+it eaiol+ilar aéoaaeoa f0; 1;# ;b; &y. 1€ 145307148 é 0aéno
ae0aaeod ¢iia e aoadiy eciaiypofy eeidéil. (A6éad b e e efiiieu copo-
fiy ofeuér éaé Tadaie~eoaee fa adiaild eaioas.)

Az N A

aeaied.  Toe isyiie
(a06i4i0o). Anee ia aiaaaéyou, o




20 gaaa 2. Aaaiy e iaiyou.
1. AfAolyiey endiaiié iageid,
2. 1484iaiié aey odaiaiey Tailal neiaiea 2fN;L;Rqg,
3. iadaiaiiié-n+ao+eéa aey odaidiey ailai ¢ +enae
0:::;m 1,
4. Maoéeé "read", "write"ééé "go",
5. 48iadilal 44d0daa D c a0adeailé addweilé. A ia+asiiné inaio
iladéediaaiey gada atadeai éioaiu, a ifacéa anou "read"
(;‘ié}c‘)éi, =01 +enél Atnolyieé éia+il & ia caaeneo 10 adiaa
514, 1T . .



2.3. Qaia fféedandiey éiee+anoaa eaio 21

Oaé iiodiaiiay itadéedopuay iageia 436280 of sed, +of & éndl a-
fay, it a0aado 10430 a aéaa iieaalaaoaediinoe éiaia a6éane 1. Aéy aa-
giaediaaiey aidaaeyai 1aio afiéieodéliop atdiaiop eaioo e a éii-
0a 1adaientaaai ia ida dacoeloao, adéiaedsdy a igivanna 1ada iefntaaiey
Adaiy iayol m (aééia dacoelinany, +oi ia 18aainsiaeo

[a]:::]b] 1-ay &aica
4
[c]:i][d] 2-ay é&ioa
4
iladeeaosaony faiié oaé
[a[1]c]of:::]b[ofld[1]

l-ay 2-ay l-ay 2-ay
Taifé y+&éea ia endiaiié eaioa fMoadonoaopo 4aa fnaaied y +aéée ia
iladeeddpudé. Edaay niaddeeeo 06 sed 40640, a idaday (0 eeeé 1) ide-
ciaé ofai, +of Taia e aiefaié endiaiié iageit 1aicéaaaao it aaéedo-
aiop y+aéed. Oaéea 1adl +adaaodpony, 0.4. iiifdaiél y+-aééal ia 1aiié
é¢ endiaiig eaio fifoaaonoaopo iadl, dafiielediila ia oann  olyiee 2.
EAaéT aeaaou, +oi ¢iia aicdanoado a 4aa daca



22 8382 2. Adadiy e i

n
3a4T+8¢é ¢ii& 11436856pUAé 84100, 158 aaemaiee i
436ypoOfy 468a0, T4IGOAAAAINA efidiaiié jageilé, a ide aaced  iée A
1453016p ROIBIG &ie0ed6poRy ATasiaeind eciaidiey (caid ia 46ea
& 1A0A1A0AIA ATETaTe). T4A8EB0PUAA MNOieA Taaadeea  add A-&o-
+86 48y 5OATAIRY TH0A0EA 10 A36AIeY 1A 4 Ad6e-ei0 OAGOUAAT Al AUAISY
sistaee, ~of ficaleyao0 Ti5AA46800, & BAGTE &c 114A68564I06 8410 1o-
fifeony 1aicdaaadiay y+aéea. ide yoii & eaceaié y+4664 6aal+  &é ¢iid
sisTaea 11486856pUAE Tageil 40A230 14 Alead oeenesiaaiia  1-enea
(c) Bag, TyoTi6 adAly 3a&I00 1Ta4eed0puaé iagein 14 iBAATHGT 480
C 2S T,a4&T A4y, a S - ¢iia eRGIANAT a0+-efediey. 0.6, S T, of
yoi iladeediaaied ideataeo & aaadace+iio caiaasaiep.
| |
Caid=aied. xof eciaieony, Afiee faal ecaaasyouny ia oteuer o if-
586 5aai-e6 8aio, i1 & 1o Adlailé 8&100, 0.8. 1436e81A300 A0+  efisaiey
o6iedee ogia f0;1g 'f 0;1g ia faiieaiol+lé 1ageid? 16Rol 114a-
se563iay 1ageia el 4a6064I01+1ay, Taia ec 6101006 asiaia  y. iaal
41428000 2 11408Y: Tael 46440 T40&IER0AA0U ABIANA fETAT "5  Acdyaedi-
i,
#lafa]
a
[# [1][# [1]lca[O]# [Oca[Of# [O]:::
Tay 2-ay lay 24y 1lay 248y
2401516 AGTTEIyOU TABAONA IB&TA0ACTAAIGA fi BACOBUOAOT Afi& ifioas-
14 11adeesiaaied Modaiyaony. Ataaasaied 0034640 feell  ieasuiial
Ad&IA1e & BeiAéNTé ¢iil (10 aseil adiaa & BAgoRIA0A)
Eola: Eaceadh a0-efeeiop fa ifaleaioniié 1ageid 66ieoep
ogia (F0;1g )% I f 0;1g ileei AG+-eREEOU fa iageid A Aaeifoaaiiié
3a4T+&é BAI0T6 & BAIOMI0 A603A80T  fO; 1g A ileeiNeasninl caida-
BA1eAl T A0AIaTe & 8efaéill 6adee-aieal ¢iil A&y 66ieoeé oeia
fo;1g !'f 0;1g 11a38ed6puay 1ageia ileedd 400U AGASATA TAITEAI-
oi=fié (0.8. & 4Ac ABIAING 8&Id Oleed) i O&Ie A ToAleale AdRIAT & &
iaiyoe, Afee efdlaila a0-efieaied il e0a6iaé 1404 +&0ado ana  adla-
14 A&Tal (46y O1A7, ~0Ta0 aéeaa AliTEie0AsI06 1140846 A 13 4a0gaé
TROABUIAT, ATR0A0T:1T, ~0TA0 ABAIY & ciia efGiallaT a0=ef Baiey 164
ieaa8RAU fileco BeTA&ITE 6I6R&E 10 A8el AdIAR).
if, aiasiae+i04 62600 AidaAkAEeAN & A8y iBTecATeuiTA T 8-









Agaaa 3

fia C
i6fiot 6eénediaai eaiol+iné ac6aaeo f 0;1g, iaaiod adiaitod, da-
ai+ed e a0o6iaind eaio. Ofodiel élaediaaied ééafifia  Canad oaéed iagel
Oupodeiaa fetaaie a agdaaeoa f0;1g:

1. Nifiolyiey oféfaeiny caiefitaaol aaie+itie caieryie &d i ia-
814, acyodie a eaat+eéad: "101' afou gs. 1670l fa+aéuiia AtnoTyiead
anaaaa eiaao ilao 1, a caéep+eoasuiia 0

2. 1ageié Olpdeida fia+aea caiewai a 4éaa idiasaiid, Ao uaé
&¢ éliaia aéaa

aoaii
3. Oeénieddai aiicia+iia élaesiaaied a0éa agéoaaeoaisiasa i aai-
e+idie neiaai i aei 7 élaedia

U(CodgM );input) ' M (input) 3.1)

25



€ M (input) éeal cadeééeaap

a 1iodaaeaiee

cefia Oupdeisa. |
Ral6 1ageio & idiae
Aldeeia a0+efieyou U, a0+
geia Oupdeiaa.

laoa06ail yait iinodieol dieaadnaguiop iageiod U a oii eead aeda-
aéoan faié afiieieoaeliié saai~aé eaioté , aey éioidié asaiy ao-
~eneéaiéy U(coddM );input) éeall a éiifioaiod dac aieligd adaiaie ad-
~efiéaiey M (input) (Raia élifidaioa caaeneo 10 M ; ¢lia ifeedd aicdanoe
& aieda, ~ai ia aaaeoeaiop éiinoaioo)
gaiod lageéitT. M
input
U] daai+ed eaiol
afi. eaiod
[ CodeM) |
| rifotyied M |
[a anieieodelité saai+aé eaioa U 0daieo aaie+ité éia oaéouaai ii-
fofyiey itaagedsdaiié iageil M, a Tioaeuina eaiol (édhia aneie-



@4, édé M. Eiedasey i4aital sada
a Code(M) 06 éMiaiao,

N\~ A AN

Ela lagéil M lieeil ifaadaol ia aodia, aldadeyy aal é fniaddeeeli-
i6 140aié é¢ aoiaito eaio a 6aaiaiiii aeaa (0.a. ia éaiod 1eéegao 1%
hinput ; Codg(M )i ). Oldaa a ia+aéd 8aaiol 6ieaddnaediay iageia iada-
iefildado ia a4a afieiéodenind daai+eéa eadiot  input e CodgM) i
f0adéuiinoe, a ¢aoai 8adivado éaé 6éacaii alga.
| Hnput ; Codg(M )i |
N
6aai\+ea égioa
\ |
u a”l.‘(ééic‘nﬁ:
| ' |
| / |
| difolyied M|
Ecaadeoudy 10 alieie0aenind daai+ed éio ileeil A Mmiuip o ai-
8ai0 2.3. And yoi ideadado é oiio, +oi 6ieaddnasgiiay iageia 4¢ v éeanna
C a6adoioenoonoaiaaou a naiili éeanna . Aey éeanna i Tailé adiaiié
gaiolé 116dadeypudd ad daaainoal 46ado anaeyaaou
U(hinput ; CodgM)i) " M (input); M 2C; (3.2)

Tu(hinput ; CodgM)i) = O((Twm (input))?);
Sy (hinput ; CodgM )i) O( Swm (input) ):



28 gaaa 3. Oieadsnaenind 1agein Oupoeiaa.
Caid+aied. Adaiy itadeediaaiey ieeil idnéieuél 6eo+geol &l
O(T logT) ca fi+ao oial, +oi aeéia fiaadeeeiial 6nodaiyaind daai+ed
gaio a isivanna ifadeedsiaaiey iageil M Tfioadony 1adaie+aiiié e
foadgaény dieiaéa 6aadony oanéaol ana yoe aaiida 11 eaioa fnfané.
~\ O ~ ONA Az \ O b ~ N N “w A ONO 7\ b 7N ~As O
3.3 (Oaidail 14 eadaodee 11 adaiaie e 1i ciia.

04é0i0a aicifeeiifioe?

Oeééfiedodai eeafii C. 1adaie+eifly fieo+aai 1aiié asiaié e iaié
anofaité eaiod. oot f ofoaeuiay iddataapuay idfadaie-aiiay ad-
+efiééiay 66ievey ec N aN.licaadéei éeanfic TIME (f) @ SPACE(f)
éaé naidénoaa anaoc ooieoeé oeia !f 0O;1g, a0+efiéeild ia iageiad
ec éeanfacC i onefaeai

Tm (V) <f (jvj) ey aifoaoi+ii aiétiged jvj
eée

Sm (v) <f (jvj) aéy aifocaoi+ii aietiged jvj
filioadofoaaiit.

61 601+iyaofy fiedadpuel 1adacii:  iaéoe ofieiaey fa 1oya-
ée oifoa 66ieveé f;g, aifioaoi+ila aey adieiaiey fooiaiar aeep+a-
iey

TIME (f) TIME (9)
6
(3.3)
(Afoa., SPACE(f) SPACE(9))
6

bacoéioaod, ofivaiadéedapued oaéed ivaiée, iaciaapofy oaivaiaie
14 eddadoee

Niififa ife6+aiey oaidai ia eacasoee

oievey f facOaadofy éefifiodoedosaiié it asdaiaie (it ¢iid), anee
fiolafioasao iageia Olpoeida M, aéy éioiaié

Tm (V) = f(vi) (Afioa., Su(v)= f(jvj))
l6fiou f éfifioodedsaia it adaiaie (eée ii ¢iia) iageiié Mo. Baf-
fillodei fiedadpusp iiacdeéadep U 6ieadonaeuiié iageidl  U. E fila-
fiodaiiai edioal U & éa+afioaa aiiieieodélnitd oaai+ed aiaaagain eai-
ol iageill  Mo. Nia+aéa adia éfiedodony fa ataedp aséiaiop €aiod
Mo, 1ifi€d +aai 14a iageil Mo e U (& fiifioadd iaiié Up) caiofiéapofy

iadaeeaedi.
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gaioq U:
| hinput ; CodgM)i |

UfZ - +

lageia Mo fiedeeed 0a6IA8T €A olélsl fia THoAIAAceAa&0My,
168604241 324106 U oleed. 18 yoii feicaiiecesodi 524100 iagei U
& Mo 0aéeil 1adacii, +0fal 1 #a& iageid Mo Aiioadonoaiaas 1 gads
14368504116 1ageil M, 0.4.U 486240 aid paae, 11446830puea 1 pad
M, iifi6& +&&1 Mo 486240 1 pad & 0.4, DAcOEI0A0 +e0adl fi AOGHAITe
8400 U @ 1y ia isloeafiiéteeite: 0 ia 1, a afia M0aéia a0

Eaael 264800, +0i 06ie6ey

a TIME (f)
2 TIME (f),
naia
115

h(CodgM)) = M (CodgM)) = U(hCodeM ); Code(M )i)
6 U (RCodeM ); Code(M )i)

iT iiRodiaiep. 1dioeaida+ea.

Tfoadony iaéoe adddipp 16aies adaidie (fnoa., ¢iid), aifoa oi+iop
aey ad-eneaiey 66iéceeé h. bannitodaiiia daida aiaieil a064ia iiaa-
62071aaied i0eataeo é 1vadiéai aeaa  (f (n))C aey addiaie ¢ C f(n) &y
iaiyoe (élifcaioa C ecaedeadony ec élinodoesee). Yol iciarado, +oi
fodiaed aéep+aiey (3.3) adieiypony aey anad oo6iéceé g, danodued
a0nooaa yoes 1oaie. Aieaa oi+iia 1oaiée neaaopued:

I 1 i+i7, 0140 d6iévey g 6&i-

f(n)log,f (n)

G - oW (aey aciaie)
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gée ()
n TN
——= = 0o(1) (4éy iaiyoe) ;
g(n)
ide+ai 66ieévey f(n) n &léeeia 400U &1if080EB0AITE.
[&iTndaarioAaaiinl iiadaiiesiaaiedi ileeil iéacaod, +of ¢
ai0& isifodie oidiceaie adediaoe+anéed o6ievee éiifnossce
iyoiié
TIME (n) TIME (n?) TIME (n® :::
6 6 6
TIME (2") TIME (3") :::;
6 6 6

SPACE(n) . SPACE(2 n) . n
SPACE(n?) ::: SPACE(2") ::::
6 6 6 6

\\\\\\

a6aid,



iediaaiey iageiaie Oupdeiaa.
i6fou agy iaeiolsial yeaea isiasaiiesiaaiey PrL i5iasaiia & afg-
ileeid a61ai08/a061ai0a 4aii04 6aadony idAanoaaeol fgiaa & idel-
oioial efid=iiat TfoaoT+ i léligial) ae6aaeoa. Afod AOAAITT 0ae-

\A ANAZ

program;input 7! output

61aadié 06ievedé. Oiaaa il 0aceno Ou  paei-
I a

e

jaéadony iageia Oupdeida Up, , al+eénéypuay yoi 101adasedie
a6aao oieaaosnaeniié aey yciéa PrL, 0.8. Upy (input; program) '
(

\ input |
| program |

Upr :

dadi+~ea eaiod

Q rrn £

ié 1agéil, dafngedaiiié aéiéli caie fie ia



i’\-- P P LN N e A A

A ea+anoaa iveiada danfiiodel idifiodégeé aadeaio yciéa BAS IC (if-
adée al+eneaieé oaéial diaa iactaapony RAM, Random Access M ashines,
gee lageiaié i idfadaie+aiitie dadenodaie)

gaa éliala 1denaaeaaiea (i
& 6netainé iaoadia (iaid., 125:if V5<0 goto 7).

2
Qx

10., 33:V5<-V3+V)

4a0ai fieaadpueé oyaiaté aadeaio fieivaéniena
IDENAAEAAIEA
<LET 6ieéaeiidé _iliad> <V iiad> atdazedied </LET>
aloasedied::= éfifoaioa
|<V iTids>
|<V ifiaé> op <V iiiao>
op:i=+ |- |*

<IF 6ieeaenité mao> <V ihas> imas </IF>
éllaiaa: aa caienu:
33:V5<-V3+V1 <LET33><V5><V3>+<V1></LE[T>

125:if V5<0 goto <IF125><V5>7</IF>

Nii0a40nioaopus a geia Oupdeiaa a éa+anoad nai-
aé +~anoe eiaao iaoaiace~anéeé ioioannio iaalo eaio e & iTiaio
fAtnoilyieé aey daaeécaoee Tiadaoeé +,-* , dadi+op €aiod aey 68 aidiey
0aeoued ciaraieé iaocaiaiiise a oidiaoa <V {liad> cia+aiea </V> , a
Oaéeed T0adeliop daal+op €aiod aey odaidiey oieéasuiial ifi ada ef-
ifeiyaité énaian. Enieiaied 1+adaaiié énaian najaeony e Tieféo
aa 0aénoa ia adiaiié "iaiasaiiiié"eéaiod, idiecadaaiey iao . at+eénea-
iey, caiefie aal dacéeuoaoa a filioaaofioadpudp iadaiaiioh e i  adieeda-
iey ilidda neaaopuaé éfaiad



[&030aiT caidoeou, +of adaly ladeediaaiey 1ainal gada 16a ieda-
aony Tieeliifi 10 0aéouaé ciia, éioiday, a naip +adaau 1oai gaaaony
geidéiié o6ieoeaé 1o s laéneidia aeei adie+ilo caienadé ciaraieé
1402141106 (1aefieiol 1T andié ad-efisdiep). Oasel 1adach , 48y
ilaaeeddpuaé iageil

TIME = O(t poly(s)); SPACE = O(s); (4.1)
daat élee+anoal gadia, a s iaéneidi aeei aaié+ind caienaé 0aéo-
ued cia+aieé 1a6aiaiits ilaaeeddaiial ad+-eneaiey

Caia+aied. |0é alaadcaiee a yclé adoaed iddanocaaeyailo nefaa-
i& 0eila 4aiilio e afiieieoaeito anodiaiilo Tiadaceé (ide one 1aéé
&0 al+eneéeiiioe ia iageiad Oupdeida ca rieeilieaeniia adai y ia
geidéiié ciid) feo+aiita 16aiée ia eciaiyory. 140806aii oa éaed daa-
éeclaaol yoeieé ndaanoaaié ¢idaaéypuea éiifodoécee

IF vi>=0 THEN ... ELSE ... FI Qd&ia 4&fiiéi€0deiuitd 2
gaaa.

FOR vi:= vj DOWNTO 0 DO ... DONBaia: +2 gaaa é éase-
aié eoadaoee, if naiil éieé+anoai eoadaceé anou vj +1 e ioai-
8a (4.1) 6BAICORY OTBUET & Ol AB6+A4, &1a4a 0ABOUAA Cia-
+afea 1adaiaiiié  vj anolpoly(s) (0.a. 4ai aeéeia O(logs))
REPEAT ... UNTIL vi>= 004&ia: +1 gaa é éaaeiaié eoadacee,
it aey ifed+aiey 10aité adaiaie iatadiael ~anoiaé ifan+ao

+@féa eoadaoeeé.

WHILE vi >= 0 DO ... DONBPA&ia: +2 gasa é éaaaié eoada-
oee i1 aéy ieo+aiey 16aiié ascaiaie iaitasiaei +anoité
ifan+ao +enea éoddaoeé

Cald+aied. [&é1o1ata idoaianoar aey idiadaiiediaaiey iddanoaa-
éyao 1adaie+aied, finoilyuaa a deénediaaiiiioe (aey aaiiié iofaoai-
i0) +éfnéa efifelicoains 1adaidiind. Aal e4aeél isataiedou al adaaeaie-
al a neioaénen nnaéié: <REF iMiad > icia+ado niaddeeeiia iadaiaiié <v
ifiag'> , aaailiad’ anou fladdeeelia 1adaiaiité-6éacacaey <V ilads>
bacdagei efienciaaol Nndeée anpad, aaa iiaee noiyou 1adai  aiita
laigeids, anee a iasaiaiiié V5 doaieéini ~enét 31, of éliaida

25: REF5 <- 13
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aaeaii cadaiaa, of iolensdiaeo igeaéa) d6ait caidoeod, +0f & figd+aa
0aéial dafigedaiey 1vaiée (4.1) Aiddaiyory, afée agyol s= m |, 44dm
élee-anoal efifelciaaiiis io1dasaiiié iadaiaiias (ioyit e éinaai-
i), a | 1aéfeiol agei aafe+i0o caienaé edé oaéoued cia+aieé
Yoeé 10aiée 1at+il efileucopo aey ileo+aiey 486400 aaddied 1 oa-
iié &oai an -{1aT aey dagaiey oié eée éifé caaa+e ia 1agéiad

ROAGhUEE a8aideodl fa 1al, Toaieaay iloyase adse+ef , s. Aay iie6-
~&iey 41634 O1+106 T04iTé RoABaPORy 686+@edl T04ie6 (4.1) A i 86+
iladeesiaaley Aidoeoe+aneral asaideoia

Aoeadan noaia  yoi aleda isinoié (ia oieaddnaeniaeé) ycae isi aoaiie-
diaaiey o1&l eed fAidoa. Thitaita ioee+ed fifoieo a ofi, +of ai ciieeitia
cia+aiey 1468iaii00 cadfiu acedad, 0.4. 0 éée 1. 10N6oMN0A6ad i 6iddasey
éliaia e o6nefaita 14dadiad (1o aicifeeiiioé Tiadediaaou i a asana-
ie éfiaia e 1404aiaiito). Iofasdaiia Aifioieod eg iiedaiaacas uitfioe
fiddaoidia idefiaaeaaiey

y <- <op> (x1,...,xk),
enifeiyaiad ineaaiaaoaedii. 16 yoli 6eénediaaia élia+i ay inéiay
fiefiodia 4664400 060ieveé F (iaideids, f. ;_;~g) & <op=2 F. Aiid i4da-
iaii0a, anoda+apueany olelél a 19aals +~anoyod Tiadacioia io  énaaeaa-
iey, R-eoapony aciaidie. &610id04a ¢ 1adaiaiind fcaia 1au yaeypo-
Ay aodiaitie. Oaéei 1adachi, éaseaay nodia at+ensyao 466dad  adeons-
00iéoep f0;1g" !'f 0O;1g™



4.3. liadeeaiaaied aoedans noai. 35
Iddanoaaeaiey aogaaié noaita XOR
jofadaiia DAG
i< () (x2)
y2 <- 1 x2
y3 <-yirx2 () PO
vi<xarye R I
y5 <-y3 _v4 Q
A éa+&noaad asdiaiilé neleeiinoe aceaalé ndain S eninélcopo dac-
140 [dait size(S) aeeid i81adaiit (0.4. éiee+anoal 11adaoniaia) a
1adal feo+aa e éiee+anoal iMa+aiiio neiaieaie fladaceé a adgei
ar aoiail. Eaaét caidoeou, +of 1f 1ofigaiep é adaiaiiié neise iinoe
yoe aaa idaanocaaeaiey "yéaeaaeaioin"(a idiadaiia ifeeil ia daeiaii-
aaol 1adaiaiita oae, +ofal eidia 1464aiaiito a eaand +~anoyo 1 Tadaoi-
dia ia iacioyeenu, a idiadaiia ad+enéyea 06 sed 66ieéoep i ofé ®a
adRIAINé Aeieeiinotp)

Yoa dadagoadenoeéa cadeneo 1o adaida ifeiié fienodia F, 0.8.c(f ) =
ce (), iT caaenelinol ia T+aiu Aduanoaaiia: ioe 1adadiaa é asoaié  iie-
ié nénoaia nodaiiay nelseiinol 06ié6éé iaiyaony ia lileeodé U O(1)
A adaelidéeai 1eidp fefiodi6  F adaai fi=eoaou 6eénediaaiiié

Oieaadosnaeniay aéy ycléa a663and nodal iageia Oupdeéida noieo iy
imeitioup aiaeidae+it ied+ap RAM, if fi ffloadonoadpueie 6id fuaie-
yie (iao idiadiaeiiioe ioadéuii 6daieou Miad oaéouaé éiia iaq, ia
fadl iladeediaaolt IF). 1oaiéa adaiaie daaiol iiadeedopuaé iageil
Oupdeida a yoii ied+aa adaao

TIME = O((size(S))? logsize(S)) (4.2)
Tia ie6+adony aiagiae+ii (4.1). O.e. éiee+anoal iadaiaiins fadaie+a-
it NAddo6 daciadii Noaia, a ia 6daidied Taité 1adaiaiiié ain 0aoi=ii
logsize(S) + const

geaoié eaiol (ia aiead logsize(S) ia iliad iadaiaiiié e const ia 46eaal
cia+-aied & dacaaeeoaee), of aéy Goaidiey 0aéoued cia+-aieé 1 adaiai-
00 66iaed s = size(S) logsize(S) éeaoié eaiod.
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lladeesiaaiea efieiaiey Taial 1A0a0Ida AaTaeony & iTef 86 cia-
~&ieé Tiadaiata ( O(s) paaia), Al-eReaiey cia-aiey idaaié +anoe Tia-
305 (406844 T1&0A0EY Al-efeyAony caO(1) saAia) & caiefie Sacosioa-
oA A 1ABAIAIGP, fOTyUGD & i5aalé ~afoe Tiadaoida (AUa  O(s) saAia)
[a041AUAR4 AiETace 1 "iBTA0ANINE 64104 & AEaAopUAIs Ti 4520156
4380 iAcia+e0asuiné aéeaa O(logsize(S)) padia. EOAT, ia faef fia-
33075 114368564116 i5146a110 61aee O(s) padia, a anaal 1iadaoisia
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40 8aaa 5. EsaniP.

Caid+aied. Aecaaed  ayoll Tiddadeaies ia 6eenesiaal a ééann
P adiayo ana 0agead 66ieoee & i3a86a00 aéy anaaiciieeito &lid+ 06
260328018 [
P= P

AN AN N

O Qo
D
=
oY

&

3 Ox
Qo
Do
Q)
QD
jab)
1)
=
D
(@]

N+eoadl, +0f +enea 10aanoadédin a aaie+ié caiene. Oidaa 1 &dasee
+, -, *, div, mod (8aaioapo géieuita aeaideoid ), iia(a,b) (a eaioeoi
Aaéeesa: ima (a;b) = iia (b;a mod ) ) ideiadeaaead eeanmno P.
Caiaoel, +0f exp(x) = 2% ia ideiaaedeeed éeannod P, 0.6. aéeia da-
céelivaoca 6zed ia iieeilieaelia éaé 66iesey 1o aéeil X (0.4. 10 log, x)
jaioeids, 48y d = adivbér = a mod b



5.2. 18e1ad0: oasi+enéaiiay aseoiaoeéa. 41

WHILE (a >= b) DO /I (log a) eoaddaceé
x:=1;

WHILE a-x*b >0 DO // (log a) &0&3a6eé.

Z:=X; /I 144803841 z -
X=X*2; /I iaéa. noaiait 2 oaéodp,
DONE; /I +01 a=z*b+y €& y>=0
d:=d+z; a:=a-z*b;
DONE
r=a.
iddanoaael ndad daaeeécaovep yoial acaideoia fa fienaiili ad @a
Adadeaiod BASIC'a. Caanu 7 1484aiaiits, a a ddaéecacee adaao 7 + const
Caani 10 11adaciona, a & ddaéecavee a6aadl0 const. Caanu aeeid aai-
e+i00 caiendé oaéoued ciaraieé 1adaiaiind ia aieaa s = (log a +
logb) const & o ‘| Ofeed. Caani éazealé 1iadaocio edniléiyeny ia ai-
gdalog®a dac & 0al Ofeed. A &01ad a8y daasécavée 46adot = C; log?a,
as = (log a+log b) C,. 17 (4.1) iTe6-a4l, +0f i5e iiadeesiaaiee Vol
| il fifl

=log a + log b. Ii 0aéia cia+aiea
€6aa div; mod 2 P.
Aedideoi Aadeeeaa d=iia(a,b)

i

ageéilé Oupdeiaa adaiy daalon 1éaaedony 1adaie+aiini
10 n é n ] Aéeis
70

IF b>a THEN x:= a; a:= b; b:= a FI; //adéadi a>=b

WHILE b>0 DO
x:= a mod b; // (a,b):= (b, a mod b)

= b;

b= x
DONE;
d=a

[a eazeaié evadacee idiecadadied ab 0idiligadony il €daéiaé 1ada
a2 daca (0..a b+(amodb 2 (amodb), 1yoiid éiee+anoal
g0adaceé ia aiélga Iog2 ab=log,a+log,h 0.4. 4éeil 46iaitod aaiiad
Aagaa 1aoiayal 0a sead danndeeaddiey 101 iiadeediaaied.



0 :

aBui14 ad&iy i Miuup 6aéi+-eneaiité adedidoeée. Aéaideoi Aagse-
aa iicaieyao ca iéeitiéaéuiia asaiy i a e m daniiciaol 1adaodeiifiol
yéaiaida a a éléuvd Z ., (161addyai onetaed iia  (a;m) = 1). Aléda ofi-
€ed 6aeon: ooievee f(x;n) = x 1 az, (&héeé id AGUAMR0AGas, of 0) &
exp(x;y;m) = x¥ mod m 0aésed €dsead a éeania.

(x¥ mod m). Nia=asa caidoei, ~of idé y = 2K yoi a05asedied iee-
i1 a0~eféedl A il Heé 1iadaoida x:=x*x mod m lauéé

Aifioaoi+it nedadpudai agaideoia
exp:=1; z:=1;
WHILE y>0 DO /I 46430 n eodadaveé
IF (y mod 2 =1) THEN
u:= (x*z) mod m; /Il z &nol foadiaiu aaiéée
exp:=exp*u
Fl;
72:=7*2;
y:=y div 2
DONE.

(x;m) =1 é aiioaoi+il iaéoe daceizdied aaeiedlT x + m =1 (0ldaa
x 1= mod m). Agy ileféa 0aéiai dacéiediey neaacdo iiaedese-
slaadl aeaiveol Aaseeaa (ifa (x;m)), 0.4, d3aeécaoep adiieiyailal &
0eéea idenaaeaaiey
r:=amod b ;
(a,b) = (b, 1) ;

a éfitiaion 1add (a;b) & aéaa vaei+eneaiito

a= X+ m, b= x+ m

=1; = =0).OEaa

e
(@Y
I

ﬁ
1

a (adivb) b;



+01 Ticaiéyao iaéoe élyodecediol dacéiediey aey neaaopuaé eoada-
oee. Aéaiaeol cadai+eaado 8aaiod ia iadd ((x;m);0) = (1;0), iyoi-
16 & 08coEi0a0a 46440 iTHodTaIT 00440a11a daceleedied daeie 60. Ease-
aay eoadaoey 6aaee-eony ia oeénediaaiiia ~efel gadia, it 61  eé+anoal
€04daceé ia éciaieony. lyolié fiodaieony idaaeiyy ieeii eaéliay
f6aiéa ia asaiy daaiod.
5.4 10ei1ad0: néfeediea & odiilacdied ia00eo
Aey 150100 1adaie-eify caaadacidie  (n  n)iaodesaie fi yeaidioa-
ie éc éleliba Z,m, iddanocaaédiitie aale<idie caienyie i eeaedop-
ueieé ioeyie aeeid m = const. [a 4614 1T0GIapd +&fiél  n & yedidiod
ia0de6 A,B (caienaiita 1asya ~adac dacadéeodel). Acéia adiaa anou
ieeifi 1o n, 1yotié aifioaoi+it iinodieol ad+eneaied, 1adaie+aiiia
iT adaiaie adoaei imeeiiin 1c n. Paniitodel, iaiseidsd, diileeaiea
Oupdeidiai ad+enedied acado ANOTYOU a iladeedsiaaiee o  ado-
fioaopuaé idiadalil 1andaeaadegdainy daida aadeaioa BASIC'ail  Afde-
éaie. Yoa idiadaiia iMe6+ado endiaind aaiind a éa+anoaa ias aéuito
ciaraieé 1ad&i&iiod  VO;:::;V(2n?) & diéeeia caiefiaol yeaiaion iai-
&cARAAIEY 120580 4 180AIAN0A  V(2n2+1);::::V(3n?). (ila&eedopuay
iageia Oupdeida dieaeia i0iadeacl eieoeagecasep iadaiaiia 6éea
é1ioa 1aoaienacl 8acoenoas ia andiaiop €aiood; i+aaeaiop 6a aéécadep
yoOiat 10 TioRéeadl.)
Naia BASIC-idiadaiia ile6+adony éaé dacoéioas iiadéediaai ey
RoAIAAdOITAT 140144 Ta04ifeaiey 120886 ( O(n3) £0&8a0e6)
FOR i=0 TO n-1 DO
FOR j=0 TO n-1 DO
FOR k=0 TO n-1 DO
cfi.jl:=c[i.jl+ali,kI*b[k,]]
DONE
DONE
DONE
A&einoadiiia, +of 004a6ao dacuyhidieé odaaeecacey ianfiea 1a (0.4. 1a-
BAIAITNG A &ialenas) i iMiuip ARdeie. AiafoT aldaseadiey alik] a
BASIC-i5146aii4 a4l efiifeiciaaci Afi0eed  ref d fa cia=aied alik]
Iii 5oaieoRy 4 iad&IAITE V(i n+ k), iiyon6 iAdaiaiié  Vd iaal
idaaaaceoaeuii idenaieol cia+aied (i n+ k). Oaéei 1adacii, 11adacio
afikl ... a4l 135814800 048



44 8aaa 5. EsaniP.

100: Vd <-i * n
101: vd <- vd + k

102: ... (ref d) ...
a4, k, n Taiciarapo iRGAIAI0A, GOAIVURA ciazdiey  ikin. A&y
TMoaelite aa6o ianneaia iiiodiadl aiagiae=ii, it 6+éotaaa 1, +0Of if-
108&0M0AGPUSE AA0ERA AROEN2+ K N+ ) & (2 n2+i n+j). A 20144 O&&T
faifal aioodaiidal oeéea 40ado iadaaaaail 6eénediaaini (é Tia+ian)
fadiall Tiadacioia idenaacaaiey e adaiaiiay foaiéa t = O(nd) i6e
4044144 andal aeiéa fiodaieony. Nolladiay aéeia fladdaeél 147 an&o
i40814ii00 40440 i& &16d& s=3 n? m+ const logn = O(n?). I&&iaiy-
Tie Al Teeifieaéliop 16aiéd ia adaiy iiioadono aouaai



s 7 O A AN~ ~ O
aoeaauo
faifiiel, ~of 61diagiiti yclél i0 iacaaee idiecaieuiia ii Teed-
fioal fefa aaiilal aédaaeoa. laoaie+einy ychéaie L f 0;1g . N éace-
adi oaéei ychéli ileeil faycaou iiiédaiaacaeliinol 46eaanc o6ieoeé
fon(X1;:::;%n), N =0;1; 0aédp, +ol
X1:0:Xpn 2L, fa(Xgp:ii;xp)=1:

548 +&0Aq( ) Taicia-aia fvAiiay Aeleiliou A6eaalé o6ieoee
58180, T6aieou [aas66 RAGAIIGh Aeieiiiot yciea, ATFoTyIAAT &g
Afi&0 RETa-iA58a8000046. NoAia 48y f, & YOIl ie6+aa ileedd 400U 0aeay:

f<-(x1<>xn)

z <- ( X2 <> x(n-1))
f<-(f&z)

Z <- ( X3 <> x(n-2) )
f<-(f&2z)

45



liyolio ¢ (n) = O(n).

Ne&aoao caidoeou, +oi ndaiiay féleeiiiol ycléa yasyaony 140 caeai-
iié féfeelifoilé Gadaéoadenoeéié Tia id 6+eotaaao 0d6aiai éinoa Ti-
fiodtaiey faiié fdaia. i ca fi+ao 1adoasaiey noaiiaeony igei oéieaéu-
it aiciiaeili 16aieaaou nelzeiiiion idiecaienits yciéia (a ia ofelién
dacdameins, eaé aey iagei Oupdeiaa).

Eeann P=P oly 1id4ad&yaony éaé naiaénoal anad oaéed ycléia L
f0;1g , fdaiiay neieeiiiol é1018006 anol 66iésey ieeilieaduiial o i-
fioa, 0.a

A fose+ee 1o esafifia P, A e8aRAP =P oly a5iayo ia oleiél dagdaseitd
ycoee. fuiifiou esanfia  P=Poly aaia &lioei66i6. Eazeaié (14 Tayca-
R80T Al-eReeiié) 66ié6ee ' : N | f 0:1g ilefi &iGAcoealt fii-
FoAaeol YGOEL fidaié fAgieiiioe  O(L)

EeaniP i6aaioaagyao fialé yooagoeaeciaaiiop addnep eeanfa P=
anee é fidaaaeaiep yciéa L 2 P=Poly aidaaeou onetaed at-eneeiifioe
ca ifeeifiéaeliia asaiy ioiadasediey

- aoeaaa fidaia iieeilieaguiial oagiasa,
¢ ad+éneypuay fp,
o7 ééafin oaéed ycleia a oi+iifoe filaiagaado i Pro.1g.

Aey aléacaoaelnoaa iseiaaedzeiinoe ycléia L, édseaued a iiaeoe-
oedtaaiili 6éacaiiti 1adacii ( 6aailiadiii ) eeanna P=Poly, & ééafn-
A6 Pr .14, Aifi0A0T+IT daaceciaaoi fiedadhueé agaioeoi idiadoee onel -
aéy x2L:

1. It aGiaifié figfad  x = xp:::X, iaéoé aai aeeié n
2. I niaéoe 468aas nodaio Sy, idadeelil ivtaddypudp oneiaea X2
L ia fiefaad aeeid n.



3. A0+eneeol Sy(x1;:::;Xn) & a0&aol Med+aiiné dacoelivad a éa+a-
fi0aa 10adoa

Aey GAasecasee ilell acyou efiiiceoep lagein Oupdeiaa, a+ &fi-
&ypuaé 101adasedied s e dieadonacdiié iageil Oupdeisa aéy ycoea
4663400 fidal. fle6-eofy 1ageia Oupdeiaa, &ioiday dafiicia 40 ycle
L ca ifeeifieaéuiia asaiy.

ladaoita aéép+aied 144nia+eaado éiinosoecey ec aléacadcdé unodaa
0418ai0 6.1 (fil. iéaed), éioiday ia faill 4déa Nnodieo iotadased ied s
ald+eneeidl ca reeilieaeniia asaiy.

6.3 Aéép+aied P P=Poly.

Paida Tafideeaddifu, <of fi of+iifoup &1 &aediaée eRsIAins aa (106
(& 6eN AIONEd) MAIAdAk0 i Proqq (1303IG+&IGA A86AARON

geia Oupdeida M, dacdagapuay L, & reeil p(n), 1adaié+eadapuéé
aaddo6 aa adaiy daaiod ia netaad ainoaoi+it aielgié aéeil n. YoIic
aed ieéelll a6ado 1adaieé+eaaol é clhio M. Caibiadoal eeaoée éaiol
oaédie +éneaie, 0 aaa foieo aielaéa a ia+aeuidé inaio, asi aita
fiélal & éedoead 1;::::n, +éféi n Aifoaoi+il aiélgia
|6710TE1ETI daatod iageéil Oupoeias M ca adaiy T ianetaad xq1:::Xn
facaadony idyitoaleniay oaaeesa nedadpudal aéaa
| s| [ o |1 | |i] | [ s |
0 #;; # 0| X1 | X235 Xn;; #,
1| #;; #,
J # l l 1) # 1
T # ; 1 # 1
ifidoa foteasia filloaaonoacpo iviadaoee éeaoié eaiod, i ada noaié
padal ald-efiediey. A esd08a (i;j) 0adeesl caiefaid iada i =<
a;q >, dada niadoeeeiia i-0ié éedoée eaiot ainaio t=j, aqanou fi-
104donoasdpuda iinoiyiead 1ageil, anee a yoio ilaio adaiaie aiefaéa



1aicaaado eeaoeéodi, e ; aidioeaiii ned+ad. @edeia oadeeol 2 S+1
altaedadony oaéei 1adagli, ~oial &dieiaéa iageil a isivanna o aaiod
ana asaiy iadtaeeanu aibooe eonéa éaiod jij < S. Anee iageia Hoa-
ifageani dailigd iMaica T, of iifedaiead nodiéé 0adeesl avaeeddpo
idaataouead. Agy yoial diéacaodéunoda aicuidi T = S = p(n).

A esdoed isloielea ileedo fiolyol idiecaleniay iada <a;gq>2D,
548D = (Q[f:g ). Caidoei dadeed, ~0f fladdaeeiia esdoee (i +1)
aey jij < S odieseiiaglil caaeneo 1o iaddeeeiial 0830 éeaoié iaa iaé,

i 1 .'I,J i+1;j i +1 = ( BITHE i+1'j)1
ijj +1

00064ail faiefaol 1d1adaiio ieeiliea eu-
ja anem X1::Xnp 2L 2.1 fioieo ég

T Tiddaoisia idénaaeaaiey, al+eneypued cia+a fi
A&y MARG00 aiec @ A& 2 (2 S+1) T

a i
ey
ERENY

I,
s

=
Qx

14 46









. Oaaa dafiiiciaaaied idseiaasdeeiinoe yoies L iieell 1584
Ol 628 Si0ABAGORAING IBIOANR, A E10TS +A&TA48 i10a& OfY "
1aoei6 (dafiiciaplop 3448620 R iagéié Oupdeiad) a ofi, ~of
, & lageia 430868088080 AT ATaTa0. [a 1A5ATé AdTalié &ai0a
efiail  x. x&&1a36 18p&d fa 016D ABTAIGh &&I06 ToAlGeasnal
430867y, a4 1ageia A0+-eREYA0 cla~aitd R(xy) & Aiaeagadony, &
BACGBUOA0 Al-efeaiee ARdl 1. N&falx idefaasdeeed yclesd L, Afee
863 AfoU ideibeIeAGITAY Alciielinon (iT & Taycadasl i yooae-
5 18014) 6434800 & YOT 12086,

jyi < a@xj) fa jyi = q@xj), 0.&. ' (vi0F) = u ad-en
ifeeifieasuiia adaly acaeoey ifieeanoaa fy jjyj = mg ia
alanol 16aaeéaoa R(x;y) lieeil acyou R(X;' (Y)).

51

NN o~z N0

€4, +0f aey anao
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Ad0aia yeaeaagdioila Tivdaaeaied éeanna NP ediieélcodo eioddaé-
0ediop i1adel ao+eneaieé idadoasieieastaaiina iageia Olupdeiaa
Tofpaa idTendiaed iacaaied ésanna NP nondeterministic polynomial.
[aadoaoieiesiaaiiay iageia 106e+adony 10 adoadieiesiaai iié oai,
+0f 4 i61adalid dacdagadony efiieéuciaacl ianéieuét élaia fi Taeia-
glaié ivaaié <afiotip cga! :::. Ad+enedied ioiendiaes eioasasoea-
ii: ~361adé ataedaado iai6 ec¢ aiciieeitid a aaiité ifiaio éfiai a a
iageia 181aadyao afionoeiinou adaida é idiecaiaeo aaénoae y. Oaéei
1adacil, aey aaiiial adiaa iiaedo 400U ia 7aif, a fanéieuér aa +eMnéa-
jeé. iaadodaieiesiaaiiay iageia daniiciado (alioneado) ycae L ¢ca
asaiy q(n), anee

x2L ) fa a6iad x N6UaNoadao ad+enéaiéa
aeeit  q(jxj) i dacoenoaoii 1;
X 62L ) ana ad-eneaiey ia adlaa x ia aapo

E A ofi & & 45630 fie6+ayd Ali6NEadony ase+-ea facadai-eaapl &6y
a0+-efBaies

li5aag6aied 7.2 BcOé L ideiaasdseed 88affic NP, AR AGUAMOAG6A0
el q & iaadoadieiesiaaiiay 1aseia Oupdeiaa, eloiday Safii-

ciado L ca ada&iy q(n)



A e

\\\\\\

e AL s N ZAY

fagaaoaeaé 1adiaeo reefi g

Ei840 1aniof aéep+aied P NP. Agy diéacacdéunoaa ideiaaédeeiinoe
ycOéa L 2 P é8afAONP &aifoaoi+it agyou
R(xy)=1, (x2L); qn) 1
ATidiA T AodiEIRoe yoial aéep+aiey, 0.4
P6&NP?

Tfioadony 6aiodaéuiié iadagaiiié i6iaeaiié a odidee néleeil fnoé ad-+ef-
8aidé Ozed 4iedd 30 e40. OToy Talanoaaiiia 1i&ieéd 4aail fieééli  eéiiu a
ifeéuco iéleeeo0aeuiial 1oadoa (0.a. iadaail) e ieacitnou ii 1aéd aéai-
deoifa Tiitataadony ia yoli (idaaiteasaaiil) 10adoa, noat ainou aéep-
+aiey ai fied 1Mo ia aiéacaia

C14400Y 14810104y (+afioé+iay) aiasiaey 1daead a+anocadiii  é oai-
deaé aeaideoita e élee+anoaaiiné, 0.4. 04ioedé néleiinoe. E  eannapP e
NP fiiioadonacpo éeannal dacdaeeits é iada+enéeilo iileeanoa Oaeé,
aeiodca 1 ianfaiaadiee ééanita P & NP anou aiagia ecaanoiié 0aidaid
1 Aduanoaiaaiee 1ada+eneeiial iadacoageiial iifleednoaa. A o6aié ec-
aanoifé dacoeuoao éa+anoaaiiié odidee éseoadeé dacdagei ioe finoa
(iffeedfiodl A dacdageli 0. € 0.0., éiaaa 1if e aai anfeiaiea A° 1ada-
~efieein). Aal aiasian yaeyaony iaaieacaiiia e ia 1isiadsa 16014 (if
filiiéoaenita) dadainoai P = NP \ coNP, daadcoNP fiifioiéo ec anad
ychéla L, 04 afifeiaied L° ideiaacdaeed NP . A jafiolyudd addiy ec-
aanoil eegll aloaéapuea iaiindaanoaaiil ec fiddaaeaieé (ia  fodiaed)
aéep+-aiéy: P NP\ coNP NP
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fiaodeaa
[FEEULEE

\\\\\

"_|>
Qo
Q»
-
=3
o
N
—
[T
Qx
Q
“Q

& ( SAT). Adeaad 6io-
T&i108 &¢ A688A00 180 &iaiind
A )

aeeil 6181680, 0.4. 1adaie+ai ileeilin 18daié fodiaie 10 44 aeeil
Nagadodee eidpony 6 anad adieieitns 610i0e & 0iéiel 6 ied. 18 1a40o-
éa O1al, +01 18610180€ 1a4ld &¢  n 4@01A & Naill 4464 faeadodéinoasdo 1
adieieiinoe 618i6en, Ratagony é ad+eneaiep aa enoeiiinioi a1 gia-
+8iey i caaaiins cia+aieyo iadaidiins, +of i51addyaony ¢ a neeii-
i@aéiita asaiy. iofipaa, SAT 2 NP

d1agdia fiouanoataaiey daieéioiiiaa oeeea i 46266 aayfi-
ieol, AGUAM0AGA0 && A i&l Aaleeloiila oeéé (caiéiooné ool i 1 daa-
dai AyUe 40p 4ddweio oiail 1 dag). Nae  a&oasi
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Caada+a T éeeéa 1aa0ao aaiiial A6ada iactiaadony eeeéné, anee ii
ieidé, 0.4. éazeaay 1ada dai addeeéi niaaeidia 83adil. baciad éeeée
yol ~efél aa addeei. 1T 46ad6 adynieol, NOUANCAGA0 €6 a fai é éééa
aaiinal daciada d. Naeadodsu cadnu ééeéa.
lieeiell, édadaay cada+a lieeéieil yol aaodiasiia afieii.
Eifioygée - 8aaadaoitd, ia anad +4000a0 notdliad imaocée (&  6ead
Oeéfnéodiaaiiial acbadedd). Aey éaaedial aadeaioa e€aol 6ééne  olaai
fialé iaaid 0eila éaaadaceéia. Edadaay caaa+a: ja foidliad & eao+aoial
igyiioaietieéa m n iMidoée caaail. I édadaié cada+a & aadeaiod
€300 Tidaaaeeod, ieeil éé caiifioéol aani idyitoaiedieé 1 i daae-
gal afieil. Agy Tidaaaeaiiinoe n+eoaai, +oi é800eol Eifoya ée iaeucgy
(beénesdiaai 4&4o0). Nagadodelu cailtaied
Nouafioaiaaied 6aei+eneaiital daediey nenodit éeiaéind iada-
aaifnoa. Aaia nenodia éeidéinsd iadasdifoa i vaédie éyooeseadioa-
ie. Aayiieol, eiddo eeé fia 6aéi+eneaiita daraicd. Nacadodée U 0aoga-
4. (Aey aléacaocaeinoaa ideiaaeaaeiinoe éeannd NP ideeia meeéii-
igaeliay 16aiea ia aéeio nagadonasy. liseii iiéacaoi, +oi ané e oaéay
fiefoaia eidao oaei+eneaiina dagaiey, of acéia iaéioidial e ¢ iéo 16a-
ieaadony naasoo ieeiiili 10 aéeil fenoaia.)
Ad6aea 16eiadi Nedaopued caza+e dsead a eeanndlP, ii idaa-
ficaaéypony aiéaa isifodie, +ai i6éaaaaiita atga:
id1adoeoi, +o1 aaiita jaoddasguita +efel  Alfoaaiia. 1 Naeaa-
036U G Sleedied 18l ~enea a idiecadaaiea a aod

1A 2a&6fiod 2002 dlaa eiaééféed 1acdiaoéée M. Agrawal, N. Kayal @ N. S axena
auyaeee dacoelioan, 60addaeaaplieé ideiaaedselinou yoié cada+e é éannoP.
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8.1 Naiaeiinou b (Eadr), NP -iiéiioa
Tatieé 1adia & noaaidiep caaa+ il 086ailioe itaai ia 1miyo ee nai-
aeiinoe caaa+. T iicaleyao fdaaieaaol caza+e, eidpued 6id 6 ian-
fita0o 181aeai (ifa 1anntaié idTagaiié itieiadony naiaénot faitoei-
00 efaeaeadaelins cada+, dacee+apuediy eégl cia+aieyie &  AGiains
4aii00). 1aoidiagin, caaa+a A fafaeony é caaa+aB (0.a. id 08064iaa,
A B ), aiée nouanoacao iaoia (idioiéie), iicaieypueé dagaol &  ace-
40p eiaéaeéadaceliop caaa+o é¢ A, ielcoynu dagdieyie eiagéaeadasi-
i06 caaa+ éc B, iifdaaéyaidie "ioaeoen"ecaia (it 0ddaiaaiep). Anoa-
fi0aaiil Tee€aaoll 640eaéneaiinol e odaiceoeaiifiou ioiigaié v Aaiaeii-
fioé . Ecadnoil iilal dacee+ilo il fieea oidiacecaceé yoial iiy-
0ey. i5e eco+aiee neleeiinoitd esannia a iddaop 1+adaau enil  éugdpo
iifai-aficia+iop nataeitnon ca iéeilieaenita asaiy h (Rafae-
iifioll Eadia)

Eeann casa+ 1adaie+eaadony ianfiadie istagdiaie daniicia  aaiey
ycOéia. Aey yciéa L caada+a oaniiciadaiey caéiaa:

Adia: ATidiR
féfal x 2 x2L?
Tisdadeaied 8.1 Alaiayo, +of ycié  Li nataeony it Eadio é
ycleo Ly, 0.4. Ly B Lo, &€ NOUAR0a0a0 doievey f 2 P oaéay, <oi
aey anao nefax 2 adneiair: x2L1$ f(x)2L,
L1 hlz , (L1 ML)~ (Lz hLa)



Ediia 8.2 1. loilwaied h 0adeaéneail & odaiceoeai
2.L;1 MLy L2P ) Li2P
3.L1 MLy L22NP ) Li2NP

FYNTOI NN

AnNA

ANAX A A

8.2 NP-ilgiioa i61aeait aditéieiifioe asea-
adaod 010108é.

O&iddia 8.4 Isiaeia AliTEieiTioe A688AN6 1568 NP -iiéfa
Aleacaodsufioal. 10 acadee, ~0f yclé  SAT, AlAOIjUSE ec aRAs caie-
Rae (Raycee: ;~: , Rélaee, 1&081AIAY  ps caiefiiaadony p10l) adiisfe-
106 4088405 615168 ideiasaaeed 68aRN6 NP . Aifioad+ii aiéacaot, +of
i3TecATeline Yol L 2 NP Aaiaeofy é SAT. 1aleé fe6+aé Rataeony
& REaaopUdi6: yoié L f 0;1g caaadofy feeiii  p & idaaeeadt
R2 P 636

x2L,9 y2f01g (jyj = p(ixj) " R(X;y))



8.2. NP -iiéiioa cada+e SAT 59

AN

v2L, oOioi6ea adneiéia , f(v) 2 SAT:
| |
Cajd+aied. Anée a ea+anoad anodiaiind 6o6iéseé ychea aoeaansd
fidal efifelciaaou ofelél faifianoita e aasdianoita iadao ee (iaioe-
iad, :;”;_), of a4 éaaedii 11adaoida idenaacaaiey a6ado ia aieda 0dad



1858141106, Olaaa 8liupiedeaita ~eai 6151680 -V | 03daA 40
400 f1a48aeadl 14 41684 0540 IABAIAING eaceals. [58a3a4) éase 406 &
66 & EIO. YOI ca fleeilieastiia adaly aano i0ealaaied oisi6 &0
& EiO fidoeasniial acaa, a &ioid easealé eiupeoeaité +8ai
Aiaadeee0 14 4644 3 TA0AIAIN6 (0ae 1aciaadind 3-Ei0). Oaea  Teach-
4380y
Neaanoasd 8.5 idiasaia adiieieiiioe 3-Ei0 (iicia+aiea: 3SAT)
NP -if&fa.
Caid-aied. Caidoel, ~of idiaeaia adieieiifoe 2-Ei0 & AiO
i5eiansacedd e8anfio P. Eaé ReaAn0aca yoial ileo+el, +of &fiee P 6 NP,
of caaa+a ideadadiey 3-Ei0 & acas AiO ca ifeeineasnia adai y ia

AN AAL

Q.
jabld
x
(@)
(04
O
o
Q»
Q_)o
o
[
L
—~
D
(9%
D
4
&
)_>):
=
(@2
Q_)/
o
—_—
i.
o
D>
Q-
0
Q-
o
£
|
(@2
=
w
2
>
—
3o P

Agy eamedié éeéée a a6ada 140804i iTaiadaou enoeiiiioita ¢f a-
+4iey 1a84iaiio, 1adatiapued ana eeoasacd eeeée a 1. Angeis e yoii
daciad éeeée d daaai éiee+anoas éiupiéoeaitd +eaifa a o6ioivea, of



U 6aei-eneaiiiai El 61

=]
(o))

8.4. NP -0004aii

any 618168a 140200y a 1. A&diT & 14daoiia: afee aey i&éiold  1é efioei-
iifioilé 10aiée 14daiaiind ' =1, of & éaeeall élilpiéoeaill ~eaia
ileell atladaol i1 eeoddaed o0ag, +oial Meo+eeani eéeéa (iaal adae-
daoily, =1 17 14ili6 éc nétaée). O.4. aey doiesee f('):= éa (G;d),
aaad éiee+anoai aecupiéoeainsd ~eaita ', adieiyaony
' 2 3SAT, f(')2 CLIQUE:

Naia f ad+eneeia ca ineeilieasiita adaiy, anee ana éiaesiaaiey ad -
adail ainoaoi+ii anoanocaaiit (iaiseidd, éiaaa adad €iaeso aony iao-
deoaé nidaeiinoaé, ~efiea aale+ini iddanoaaeaiedi, 618i6e 0 naiaé
caiefup). Caiaoei, +of éfificaioa 3 & yoii aiéacaocaeunoaa ia  editéuct-
aaéanu

| |
8.4 NP -0006aiiiol cada+-e 0aéi+eneaiiial eeiaé-

ifal io1adaiiediaaiey

Ntanoaaiit a1aidy, cada+a eeidéiar istadaiiestaaiey yo T caaa+a
ienéa yénodaidia eeidéiial odieveiiaga ide iace+ée iadai e+aieé,
a00azeaiins fienodiié éeidéins iadaadinoa. lia i yasyaony ¢ aaa+aé
dafiiciadaiey ycOéia, 1yoiié 6idiaéuil iaeucy aiaideol 1 4aNP-
0006aiifoe. I épala 180tan 44 dawgaiey oaésed alideeadil dafil cia-
aaol fAtaianoiinol 1adaie+aieé, 1yolid cada+a eéiaéiian i adlaoaiie-
diaaiey ia iaida odoaia, ~ai cada+a dafiiciadaiey Alaianoi fnoe fie-
fnoai eeiaéia aaifioa. A oaéi+eneéaiill fieo+ad iMneaay  y caaasa

e
fiefodil iadaaainoa. Caieégal 6fneiaed aocgaaicia+iiioe aey & aesedié ec
i1adaiaiias
0 Xj 1;
a éazedliio éfiupiéoeailio +&aid (I _ ly) ffiiicaaéi iadaaainoan
4t >0 AdAD = Xj; anéel; anoux;;
P1 P = 5 X 1 x;; aneel; afod: x;
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Agada 8. 181860 NP -ileild caaa+.



2 0 i N AN o PUNTEN

y
fedanoaed, éiée+a o
é

Probf M(x)=0g | ProbfM(x)=1g
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64 8234 9. EeanmBPP.

838 d0iévee 10 asiainal nefaa  x. Nidoeoe+anéié 18a1é félteeii-

fioé oaéed al+eneadieé yaeyaony éiee+anoal 1adavdieé é aao+eéo

fe6+aéitd aéoia Qy (x) iaéneidi ~enéa eéniélciaaiitd eeaoié

arieiéoaedité eaiot-aao+eéa, agyoné it anai aacéaioai ad +efi-

gaiey ia aoiad x

Neo+agiay adee+eia , dafiiciado ycoé L i adaiyoiifioup

igedée (n), anee

x2L ) Probf y=1g>1 3(xi);
X6 ) Probf =19 (1x]):
Tiodadedied 9.1 Rclé L ioeiaaéaaeeo éeannd BPP (10 bounded
probabilistic polynomial ), afiée fiduanoadao ad+eneeiay ca iieeil ieaeu-
ifa adaiy ned+aéiay adée+eia, daniigiapuay L fi 1Aoiyiiié aasiyoii-
fioup 1gedée (n)=1=3.
N~ NAN/s/A O N A A /N AN\ O Y

9.2 xafnoioitia dafiiciadacaee
Téactaadony oaiaili 14da610166€61aa00 1i0dadédied éeani  a BPP &
é11aeianiaitd oadieiad aac eniléuciaaiey iliyoey neo+aéi 1é aaee-
+ei0. baffiiodei ieefi q(n), Tadaie+~eaapueé faasco +enel 1ada-
vaieé é aao-eéod aaasiyoiinoiié iageil M, daiiiciapudé ycié L i
aaoiyoitioup Teedéeé  (n)

~AL

ifyiiyi= a@xj); R(x;y)=1gj.

ProbfM(x)=1g= D)

it yiiyi= a(xj); R(x;y)=1 gj
x2L ) 24(XD) >1

f . .: . . : ’ = H - - .
x 62 ) iy q(J;;J()jij)%(xy) 19 (1xj):




ia adaiyoiinoilé iageid Oupdeida i adaiyoiifioup eeaee , Of 1
14824240 +anoioitl danilciadacdedl i oié @a A&osii & 1adaoiia
+anoioite dafiiciadacdéln eaaél iaddadeaoi a aadyoiinoio p iageio
Oupaeiaa, &i0iday 46440 dafiiiciadadi 010 @a yghé fi 0ié ad add Yoii-
fiolip Tgeaée. Nyoiio Tiddadcaied 9.1 yeaeaasgdioil nedaopua  i6:
liodadedied 9.2 Rclé L ideiaaedaeed éeaniio BPP, anee i
14824240 +afoioiti dafiiigiadacdédi (R;q; ) A (n)=1=3

L fi +afioioili dafiiciaaacdsa (Ro; n%: 1=3)
(ié dafiiciaaacaeyie aeaa (Ry;n®1; (2" 2=3)"),

1. a0+eféyai n := jxj & i51addyai onetaed jzj = nd*l (aneeé i& daar,
Of BRCORIOAD 0);

2. dacaeAaadl fiéfal z ia n éoneéia aeéin nd éameané, y; = i-00é
eonié;

N s AN

o1a)
xafnoioa idaaeeuiial 10aaoa aey R; ifeedd alou ad-eneaia, éaé aadoi-
yoiiiol ateaa 1ietaeil oiiddia a nadee e¢  n iacaaeneind enitoaieé a
fioaid Addiocsee f ééé?f)ﬁﬁ(‘ﬁ]b oniada p 6 2=3. lia 16aieaadony fiieco
adee=eiié 1 M a8 =2 p p =2 2=3.

Elif0d0esey R, aiagiaesia, it Aefal  z iaal dacaeaaoil ia n? éonéia
aseil nd easeaté

| |

Caid+aied Aiciteeiifioe 4aa1yoilfioial dafilciadaiey yciéia i
aaoiyoiifiolp Teeaéé 0 1éachaapony oaie aed, +of e 6 Tal+iial a a-
oadieieataaiiiarl ad+eneaiey (0.a. aao+eé neod+aéind aeoia i e+4ib ia



ilifaad0). Yol faddediil i+4aeail aey oidiagecia +anoioi a6 oaf-
iiciadacaeaé: agy ycléa L, 1aéaaapuddi ~anoioili daniiciadaoaeai i
ioeaaié aasiyoiiioup ieedée (R;q;0), iidadaaceal

Xx2L,8 Yy=qppROGY) =1, R(;00PV)=1;

0AL2P

Caid+aieéd. Of eed naila eiddo ianol & aey aieaa 1audai 6idiasec-
ia 4481y0iinoins ad+enedieé ia iagéiad Oupdeida i afiieieo aeuiié
eaioié-aao+eéii, foeé+apuddiiy 10 ideadaaiilal adga 10no6 onoaeai
iféeilieagliiio 1acaie+aieé ia asaiy at+efneaieé e +efél 1ad auaieé
é aao+eéo Ne6+aéitd aeola (0odadiaaied é ad+enediep afddaa géai+e-
aaoufy 1noa&oMY). A Raili 44éa, anee aéy i4e1oioial  x ioe iaéioiai
caiiéidiee eaiol-aao+eéa aanéiia~iié a 1aad noiofia 1neaa faaocaeuii-
fiolp y aadiyoiiioiay iagéia M aado iaaddité 104ao, of 010 eed (1adas-
i0é) 1080 Tia a6ado aaadaou ide cailéiaiee eaiod-aao+~eéa eép  aié if-
fiedaiaaodeliiioup z, Afaiadapudé i y a 4éoad i ifiadaie jij  Swu ().
1384 iileedfioaa 0aéed ifieaalaacdeniinodé anou 2 25w ) > 0. liyolio
aaoiyoiiioila ad+eneaied i i6eaaié adsdiyoiinoup ieedée ai  éeeil ia
428300 Tgeaée ie e asn caiieidiee eaiol-aao+eéa. Yoi i¢ fa+aao,
+07 alanol Aed+aéilal caileidiey ifeell afp éaiod-aao+eé ca iéjeou
(agaioeoie-anée) iogyie

.....



9.3. Aéép-&ied BPP P=POLY. 67
fifo5ieol fHGAIINE dacdasabueé ABATEROI 48y YcOea L 2 BPP

i oifal dafiiciagaacdey  (R;q(n); (n)). Aifioa-

) f6AI6, Al+eneypuop i38aeéad
ey, jyi= q(n). Olaaa (n) 46aa0 aasiyo-

O&d4ia 9.4 BPP  P=Poly.

u : L 2 BPP. It éé‘u@_g.s aey L fouanoacao
+afioloié dafiiciaaadden aeaa (R;q(n); (2 2=3)"). i
) ifi N

—_)
N
Y
7

fyjjyi = q(jxj) e cia+aied R(x;y) idioeaiiieieeil Xx2L g

N Az NsA O A~ AN ~ O i\ AMNO AN AinAn s N A 70 s~ o p_
Aiéy iifeeaficda Y (x) Adade anao neigy aeeidl q(n) ia aiélga (2 2:3)nz

e
p_ 2 s
(2 2=3)" 2"< 1i8& n>ny
Tofpaa aéy éasedidal n > n o iaéadony adie<iia neiar y, 0aeid, <ol
[
jyni=qa(n); yn62 Y (X):
jxj=n
A&y i&al adneiyaony
jxf=n>ng) (x2L, R(Xyn)=1):
i6R00 n &lfdaoi+ii adéeél. Oaé éaé 2 P P=Poly, of iduanoasdao
46edaa fdaia daciddapoly(jxj + jyj), ali+efieypuay iddaeéao R iT deoal
Retaa xy. 188 jyj = q(jxj) Baciad yoié fdain Toaieaadony Meefmii 1o
aéeid x. Anee acyouy = y,, 8438 n = jxj, & &14aaéou q(n) + const 7i&-
daoiaia aey ad+eneaiey aeoia fiéfaa y, (iif 1ait aey anaé  x aéeéid n),
Of 1éd+eony ndala Meeilieacnilal dacidda, ad+eneypuay i daaeéao
x 2 L ia netaad aeéid n






10.1 Nadaaiey ec 0dioee +enie.

0aeo 1 (Nedanoaed ec Eeoaéfnélé 0aiaail 1a inoaoéas) ionou n
u v, (uv)=1. Olaaa

(Zn;+:; )= (Zu;+;) (Zy;+;)

e Tofddasediea k 7! (k mod u ; k mod v) anolu fAlicadonoadpuéé
eciitobeci.

Oaeo 2 (laeay oaiddia O&dia) Anée  n  idifo
620484 a, 01 a" ! 1(mod n).

0aed 3 (Odeacasiiine) Aree ¥ 1(modn), ab6 1(mod n), 6f n
Aoaaf

Aleacacasunioal. A eieiod Z, eidal dacélmaied 0 A idiecadadied
18/668A06 filiileedasds, (b 1)(b+1)= B 1=0;iyoli6 Z, A ifed

e n Ainoaaila.
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xK=n; kin2N;

a 1a06daelitod ~enead dacdageia ca ieeilieaéuiia asaly
Aléacaodeunodi. Dagadi yoi 6daadidied ideaceaediil 1aoiaii 1ei-
aeiiiar adeaiey i oi+iinoup 1. la+aelila i6éaeeaedied &idiy i08acié
[ = [1:n] i8¢ at-efeaiee RAGAARIH TOBACEA T606AEYAI &1 GASTAT
-&fiea, 0.4.c = [(a+ b)=2]. Aey a04ida 1-A54aiTAT ideaeeeediey (Taial

éc T108acéia [a; c] eee [c; I a caaenéiinoe 10 dacoeloaoa idiaadée oneiaey
ct <n ) ad+-eneyai ck, ielcoyiu aaie+i0i daceieediedl +efiea  k

2. 187addyal, 01 n i4 1ddanoaaell 4 aeaa xx aey iaéioiold iaoos-
Jaguine x & k > 1 (aifoaoi+il 1addadaoci k = 2;:::;[log, n]). Anee
iddanoaaeli, of i Alfioaaiia.



~rian O 2 A NAsr 2 se N
feyal  a;a?l;a® !;ii;at Titiacep  n e
1)

a?'6 1modn); a?”!' 1(modn):

i a" !modn.Afeea" 16

yoi. Ange enél n fifioaaita, of aaideol 6foaitaes yoi i addiyo-
iifolp, ia iaiigdé, +ai 1 249

Aléacaocdeinoal. T-aaeail, ~of a fie6+ad idIoIAl  n a8aideoi ieéiaaa
i& 1a0yaeo aai Aifoaaill. [aidaaeenité 10440 ileedo 1Me6+eo Uy oféd-
&1 & fe6+ad ia+40ilal Anoaainal n = u v, ifa (u;v) = 1. éazedi, <ol
addiyoilfiol i&idadeenilal 10adoa a yoii fe6+ad (0.4. 1auyaé  aiey aai-
ilal fAnoaaital +efiéa n idIAO0T) i6e Tailé eoddavee gadia 1 6 ia
id4ainGiaes 1/2. Oidaa ined  d eoddaceé ied+ei aasyoilnou Tgeaée
i& 4ledd 2 d

n=ni

a1 ) nn altcdtn 0
[a #4434 6 yoi 46440 Taiadosedil & 4810801 4afio 1daaeéniné 1va  8o. Ii-
yolié aifioaoci=+it 6noaiiaeol, +oi it édaéiaé iada aey ielae i0 ~enae
éc iifeedfnioaa



72 Agada 10. Pafiigiadaied isifioiod.

Agy addedaié asoiia (H; ) faicia+éi
H = fx' jx2 Hg:
Oiaaa H' &&11aadoiia, a 101adasedied x 7! x' nou afiliiddeci  H ia
Hi. i8é yoii iuiifou ifleednoaa fx 2 H j x| = hg i4ia & 0& sed 48y
af&6h 2 H'. Caidoel 0aéeed, ~of Hi  (H)2= H2.
[6nolt U e V i6éloeiéeéaoeail

Z,eZ,
fiffoaaonoaaiii. E¢ Oaéoa 1 neaasao, <oi G = U 1
dazediey ' (x) = (x mod u ; x mod v). Dafniiodel 6ataapued iineaai-
aaondediinoe Maasoii
2 k
G| GZI GZ | G2 | Gn 1 .I: 1g,
2 k
U| U2| U2 | U2 | — Un 1 f 1g,
2 k
V| V2| V2 | : V2 | Vn 1 f 1g,
' (sz |) a U2j | V2j l. J =0 k:
i5e a0aioa eaéed a2 G gaadeé 5, 6 ia alioneapo igeaée, 0.4. Tauya-
éypo ffnoaaita ~enét n = u v caéladi? Yoi idiendiaeo, élaaa  a anod
dagaied Tailal ec 6daaiaieé
pad 5 x?! g; &d& g2G?';0 j<k; (10.1)
g6 1, ¢® 1L
gaa6: x" ' g; &34g2G" 1 g61: (10.2)
Nai {a&ld 6daaidieé caaeneo id n
Neo+aé 1:U" 16 figeee v 16 fig OigaaG" 1= uyn 1 yn 't
0aéaed Miaddaeeo yeaiaiod, ioée+ita 10 1. Naidénoal iifleednoa

yedidioia a 2 s814i00 M 18 64Taed0aidypo ie 14ifio éc
6daaidieé (10.2). xafodé i& 1aid& 4a66. iiyolio ia 1&ida iiel aeit
yedidita G 6aiaedoaidypo dioy al 1ailio e 6daaidieé (10.2). Anee ia
2add 4 46440 a0A4dal Tael ec @6, of ia padd 6 +efél  n 46440 1anyaeail
Aifioaaill (idaaeeuiné 10aao)

Neo+aé 2:un 1 = v 1= fig. Caidoel, +of U' 6 fige V! 6 fig,
0aé eael i&+&oitd e 1 ideiaaedseeo éi 1aiel (ita 1 ilieiadony
ffoadonoacpueé at+&o i itasep n,04. 1 (n  1)). liyoho

jo=minfsju®¥'=vZ'=f1gg 1 O



aeilnoe. 73

ioron t =210 1. lile&foaa G, Ut, Vi yasybony +6&iaie Sanfiacseaa-
ai00 1feaataaoaeéliinoaé.
lafeé+aé 2.1: fail éc iileednoa Ut, Vvt &foiflg. A yoli fie6+ad
162G, 08, ( 1, 1)62Ut V! (aclidoegi ' i&dAataed Gtaut Vi
a'( 1) =( 1 1)) Danfioaeardl aiaéiae+it feo+ap 1. DAAT0dR]
dacaedied iileedncda G ia daaiiiiuida ~anoe
Mg=fx2Gjx'=gg g¢g2G' (10.3)

0aldypo ie 1ailio e¢ vdaaidieé (10.1) ive j = jo. lyoiié it édaciae
1484 aey iieiaeit yediaiola a2 G aaail, ~oi anée ia gadd 4 46ado
a0adai eiaiil , of ia pada 5 jafadoseeony, ~of  a?°'6 1; a?°" ! 1,
& +efél n 46440 1auyasail fifioaaidi

llaneo+aé 2.2: juYj > 1, jVYy > 1. Oidaa jGYj = julj jvi 4. Yoi
icia+ado, +0f 4 dacaeaiee (10.3) ~afiodé ia 18id4 +400080 & oié Uél yea-
j4i00 14i1é eee 4200 ec ied ( My e ilaedd 400l M 1) 18 6&1aeaoaiaypo
ie 14ilio ec 6daaidieé (10.1) 16 | = jo. Aaedd Maoiayal 04 aa dafi-

Aieacaodennoal. 16aiel addiaiiop neleeilfiol a&dyoiiioinal agai-
déoia daiiiciadaiéy 161N000 +~efae. xenel eoddaceé d n+eoadi H6eé-
fiedtaaiiti. Ainoaoi+it iféacaou, ~oi gade 1 6 i1adeedopon y aasdiyo-
iifoité 1ageiié Oupdeisa ca adaiy, 10aieaaaiia nadsdo iee ifin 10
logn. YOI i+&4éail 46y anad gadia, éolia sada 4, 424 0044040MY al+ ef-
geou ciaraied ned+aéiié adee+eil  n danidaadeaiedi

Probf =ag=1=N; a=1;:::;N
(i8¢ N = n 1). Addiyoiinoiay iageia Oupdeida fiadsedia edioie-
dao+eéll ned+aéits 4eoia, +of licaléyao eaaél ilaaeediaao U éegl dan-
idaaaeadiey n aaie<ii-daceiiaéuitie aasiyoiifioyie cia+ai eé. Caanu
ed +enet N ilaedo alou idfecaieuii




74 Aéaaa 10. bafiiiciaaaiea iaifioiod.

A 1834040Ual dacadéd i éacaee, +0i aeaideol fa adiaa n ai-
i6fnéado Teedéd oielél olaaa, élaaa atadaiiia cia+aiea  aioéiaaédeeeo
136701516 (1I5R436YAING if n) ifiee&fioad M, ide=ai jMj  N=2
Tofpaa adea ieo+aia 16 yoiifoé igeaée (Probf 2

=i 1 ia6+eol-
peid Oupdeida ca adaiy poly(log N)
02 f

=
P~
R
x
=]
<

—_

a =0
a ¥ .
e
A

N A NA NN AN



aoiaidi nefai i
ueié 1adaiaodaie:
oeénesiaaiiti (&ia+iai) eiee+anoaii 6iaia k & 6éacaieai, éol
fa+eéiado;
meein p, cadapuei aéeid 1aiiai 6iaa éaé 66iédep 10 iXj;
oia yoi fefal a aédadeod f0;1g aeeid p(jxj);
idaaeéaoli R 2 P, caaapuei onéiaga aneadsiga (1) ive aaiiné
iineaataacaeuiinoe oiala  wy; by wo; by i,
R = RO wa;brsworbyp;iie)
(Elee+afnoal adasiaiola 6eéneataai, iit ia aaeieso aieliga +éf-
éa oiaia.)
E&dtée il 1+&0aae T1aidieaapony oiaaie. Easealé 6ia netal aé eil
p(jxj). liiea cadddweaiey 1adoee i iMiiulp idadaeéans R ad+eneyaorny,
AAAAAAA ay ea acia 76 easié eee 1adaie+aiiai

42045181e81aa1101 81043 iai isloteren .

Niafesififion anas Aadeaioia dic0adled, fa+eiapuedhy i aai  iié
ia+asiilé elioeacsanee  x, 6aTall iGAAN0AAEYOU MAAA & 404444084 &5-
30. YOI 435841 iioy4ea adoasdiey 2P0 A83gei0 &10181AT AlIOAROR0AS-
bo AfdAiGiTeitl iB1&se00i=i01 Elioeacda0eyi, 0.8. AIAOT yieyi
&350, Alciééabuei iiAed i idlecalenins oiaia, i k.



76 gada 11. Eiia+ita easn e eéann PH.

i6fiol fa+agliay éliceacdacey x O0eénediaaia. lileednoal anaaiciiee-
06 1adoeé éfia~ii, iyolio aey Taiial eéc easiéia 1aycacaéu it AdUA-
ficadao ateddlgiay fiodaoadey O06iedey, liddaaeypuay aai i+ aocaaiié
oia it anai i6dadaouei diaal 0ag, +of afee doéfaiancaiaaoun v aé ioe
a0aioa oiaia, of easié Taycaodéuil aieadado

[8eiad Anée 6idia 2 ¢ iaseiado (A), oi ateasigiay fnodaoaaey
F aey (I) yoi 66iéoey, éioioay 11 éasediid aiciieeilid 61ad W1
gadiéa (A) ald+eneyao 10adoité oia by aey easiéa (M). lia aiéeeia 6ai-
?&e@éﬁybu OnéTaep 8wijyj= p(jxj) R(X; w; F (w)): Oaéay 60iéoey nduanodao,
anee
8Wijwj= p(jxj) Mbi= p(ixj) R(X; W; b):

Rey o6 28 400 a0ead0piay ROGAOAAEY A8y (A) yOi 66iédey, & o
day 1T i6fonio netas (éasdié (A) oiaeo 1adadi) ad+enéyao idaa eéduineé

T e

3
140406 574 Tia diéaeia GATEA081OY0U 6REIAED  8B= px): ROXGF ():b):
v A A &

fe A e



11.2. Tiddadeadied esanna PH. 77

4280 adeadigiié fiodacdaedé . Naidénoal anaod 0aéed yclela Tadacodo
ééannPH.

Caid+aied. Taicia+died aey ésania PH idiendiaes 1o oddieia
iéeilieaguiay eddasdey (Polynomial Hierarchy), 1afideedadii  &f a fiéa-
aopuaé edéosee. Nianoadiii ineeineaeiiay eadaddey anod ia A10 Aélae-
ifoitd éeania, Nodoéoddeddplued éeann PH, a yeaidiod L 2 PH
yoi ana yciée, néfeeiiiiol 101600 ifeedo alou éciadaia i 1hiiu ap -
éeflieaéuié eadacdee

SASI ) N

......

fioyie, & +afioiifioe, ileedo al+eniéyou ateadlteita fiodaoasdee, éfaaa fie
AGUAN0A0PO. Ti ¢iado, +0T x 2 L & 8i+80 18684300 yoi ciaieéd Ad0630.
Aiciieeiinoe Ad008a iailigd &lNoGiita ai6 at+eneaiey ieei fie-
aeuit 1asaie+aia 1 asaidie. ioe yoii 1 ia aileia 41adayao A aée-
éel & 61+ao 1Med+eou fa oleliél fai d6aéo, it e iagioia amooiil a aio
ila0a&deeadied. i 1i  Ecadaiité e 1ai+ii a1aeaadony oniada , anee
oféél yoi aiciteeil. Ca iaal 6agéoe+anée eddaao Iotaeaaiea, gloiaia
i& fieaada 1aoeeia. Nianoaaiias nee Ad0086 6aa0ado éeell ia of , ~ofad
ioifiedaeol ca idaaeeliifioup idefndaeadiey ateddlga iified ieé  Ti+aiey
e4080. A 0aéié neovacee (iéa isiaeadied ia iméeioel Ado0da) a éa-
+aN04a 11404adaeadiey 1486ei6 1éactaadony aifoaoci+ili ane  asaou 6
A3008a a ili0adonoacpudé easd, o6ioy ia naili aded Adood ied +ado
ciaied
anee ii and 404 Ecadaiite, of x 2 L

N AAnsz

iaiaeids, fie eco+apo 0aéoeés cadaaca caiéia. ia+aeuié & ioe-
6da0edé easl nedeeeo iéai caléa. idaaineasadony, ~oi AMAT  afa cade-
i I xn 18 x 20 80i0ET

iMfaioeaduin iiial. 1adeei eieoedodo
aaeou Adobda, +of cai fi

Caid+aied. Aaa eaol acaai fi-eoaou yeaeaagaioidie, anee fie aan-
iiciapo 1aei e 010 eed yclé. EAAET aeadou, +of ¢ca fi+ao alaaacai ey 1a-
iial dlaa a ia+aéa ileeil idaiadaciaaou épadp 1adaie+aiiop e aoo a
yéaeaaeaioiop, a éioiaié ia+eiado caaaiiné easie, iaiveiad 8, (1). Ni-
f0adofnoadpueé idaaeéao ateadiga ioifol 46ado caaenaou 1o a 1aaaéai-
ilai 6laa 6eeoeail. Aiagide+ii ileeil 6idaaéyou adaish ifn éaaiaar



siaa. Tieell dadeed 15 ialasiagiinoe A0ASOU AOAIAT TTeel fia, ca-
AApUAAT 48816 Giaa, e/ese Elee-aR0AT Bi4A, 0.6. Béoied 4800  Tiedd
1045404200 HAl 15328630 A08Ad0A

Caid-aied. Neaaohuead iadoesaces i5aace Sad0 6aA8T 1adee-
36pofiy eRGIAINIE (ca fi+A0 ITae0ecaee iaAceA0a A08ABNA)  : (3) a8e-
ia 61aa 1a A oi-fifioe Baafa, a ia 1544IRGIaco adee-eit  p(ixj); (A) &
se+Afi0AT 6141A 14 Deenesiaal, a caaches 1o asiallal feiaa, 1 1ada-
ie+Ai1 RAAB6 lifidaiolé. ATeaa o= yoi icia+ado, +of ané & ycié L
Baiiiciadony iiacoesesiaaiiié easié, of AGUAMROA6A0 fdala  adofay &
ia+ay ea6a, 61010ay 0aceeA Safilciadd L. Eade iadeesiaaiey 0asian:

y & noaiaadoiie eada oia i

VA 1Vka01PQ{'Z' 9

jxjctl 2k 2
Noaiaadsoiné iddaeeas aieasiega fila+-aea it faiel adasiaio ai
aifnoaiaaeeaado iiféaalaaodeniinou 6iaja itaeoeoediaai  ié ea-
80, a caodi at+eneéyao cia+aied iiaedecesdiaaiiial idaaeeé aoa
ateaslga ia yoié 1ineaaiaaoaediinoe

() i5e oae
i

e NANNY AAN A

4aiilé easn (k). A AlldadondadpLAé
. AIAABOI06

F(x; wi1) _ R(X; wlth{)z_ RO wibywy) _ i
k dag

}Z .

TEREE \,[ & ()

Ediia 11.2 AfééLy;Lp2 PH, 0 Li\ LaLy[ Ly L2 PH.



......

glolday idiaieaeadony iieaal-

L NANNA AAN A

Neo+aé [ . Aéy ycléla Li;L, 404804l dafiiciapled &6 easn oae,
+01a0 6 ied nfaiadaee aeeil e éiee+anoaa oiaia, i6é~ai a 1aaé 0 éa-
dad iadalé oia aaeae (A). Efeé+anoal 6iaia 4 eddad aey Li[ L, 46aao
fa daeieoo aielgd, a alieieodéuiné iasané oia z 46440 aaeaou (1).
l6daeéao ateaslga R(x;z;1) 46aao

((z=0:::0"R1(x;T)) _ ((z60:::0)" R2(x; 1))
Aiiioaci+il 1adaaaol idaal 1adaial 6iaa aooai-



80

Asada 11. Eiid+i04 eas

A

e

éan

A

PH.



: 6 onefaey noua-

foafaaiey a0eadlgitd nodaodaeé aéy (I)a n-Giaiaié easda (0.a. 6neiaey
x 2 L ). Afiée a ¢40a ia+eiado (1), of it eid&o aeéa

9Pw, 8Py 9PW, i R(X; Wy by wo;iil); R2P; (12.1)
344 61eée+anoal eaaioidia daail n. Oaéed eaddn (ieeili  p e idaaeéan
R 2 P &padd) iachaapony  h-eadaie, a ilioadonoacpuead yciée 1ada-
cOpo ééarni reeilieaeuiié eddasoee h. A&y @ad0, & é101d1é ia+eiado
(A), filioadonoadpuaa oneiaea 46aao

8°Pw19P 8Pw, i i R(X; Wy byywo;ii); R2P (12.2)
fi @aaioldiNé idefivadéié aéeit  n. Yoeé eaad jactaapony h-eadaie, a
filioadonioacpued yciée fifidaaeypo ééann .

Caid+aied. Naif 1Miyoed €400 a Tiddadeaiee ésanfia ieeine-
aelité eadaddee oidiaelil ia yagyaony iatadiaeidi  éean b Ao
@0 ¢ anad 10daeeania aeaa (12.1), a éeani h aeaa (12.2), a8&n anol
aeefa éaaioiaiié 16enoaaée. Caidoel caéaed, +0f 4dddieé eia aéfp a
faicia+aieyd éeaninia igiendiaeo 10 néiaa polynomial e ia iai cia+aao
gliedaoiné ieein. laigeiad, a éearn b ifiaaapo ana i6daeéaod
aeda (12.1) aey anaaiciieeilo ieeiiita p(n)=n® c=1;2

Caid+aied. Yeéaeaagdioita eiae+anéea Tienaiey yoed éeaniia ii-
@6+aony oaéeed a neaadpued neod+ayo



82 Agaaa 12. Tieeilieagéuiay easasdey.

Afiee Alaf0T £AAI0ISIA OP, 8P effiféiiciaaci (ARPac eee A &éioians
1af0a0) 97jzj<p (jxj)» 8Zjzj<p (jxj):;
Afee Bacdageol a 01316840 (12.1), (12.2) ian&ieuél afeiali 06
6aai0181A 11484 (a yoli AE6+a4 1adalad  n &foU &lee-AR0AT ~&da-
Alaaieé eaaioidia);
& of & 486474 TafadaIAl
Caigd+aied. Aesy aleacacdennioaa idefaasdeeiiioe yciéa L 88anfo
feeimeasniné eadasoee aiMoaot=i idaan0aacol 5448630 x2L a
AcA4 (12.1) eee (12.2) i& A6y ARA0, a OTeUST 48y AlRdadT-it asel 106 A&a
X, jXj > no. OAGTA [AiTeNA id&aR0AABAICE EAAET 1A5A46A0U A T8l 4,
1404754884664 cia+Aied 0346608 R 48y &3108e0 AETA x AE&A0PUS
14dag
1; Aafnééjxj npéx2L;
R(X:::) = aneex) Mo €
0; afhéejxj ngex o6

7 Ve \ O N ~ \
i1é eadaooe
Nod6eossind naténoaa eeaniia b & P iiadail a iedadpudé ediia é
f082zedil ia Péen.12.1
E&iia 12.2  (Nodoeods6da PH.)
h=co h;
N O U N
p— P = i p -
o= o=P; 1=NP;
S S
R B=", k=", R=PH
Aleacaodeunoal. [ailidaanoadiiia iedanoad fidaadcdieeé.
| |
Caid+aied. A eaiid 84+ ad0 I8 1anos1aia assp+aied. s ep-
aop 1286 eaafiia ieeilieasuié easassee (8dha P= P)idecadnio-
il, Aitaraaapo fie eeeé 1ao. A 1afnolyuad adaly iagaieaa 1daaal ilaraieé
i88af0aasyaony aeiodca i idandieeadiiinoe ieeiieasui é 285200688,
60addaeaapliay, ~of afd yoe éeanfnl dacee+in. E¢ idd, a ~afoiifioe, a-
088330, +0iP 6 NP



12.2.

~AANZ AN
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8oda -+efiea 0 eee 1. Aey caaaie

\ o~

(xq;01:
1iT aail 1, of ateataado (M); a fie6+ad aleasnaado (A)
Agy (M) aaeifoaaiité fiiiia (fiodaoadey) faania+eol naaa aa oaioe-
dlaaiiné ateasle fifioieo a 6éacaiee fenocait 6daaiaieé, &0 1day ia



12.4. Aeep-aiea BPP 5\ §. 85

>
>
’
>

fiaill 43€& caaado a&éop adaiu. Yol aiciieil olaaa e oléuél of aaa,
é1a4aa 0aéay asaiu fotanoacds. Oaéel 1adachi, yoa eada aaéndeodsdil
daiiiiciado ycié L

Caid+aied. Neadaodo eidol aaeas, +of ad04ed 0oi+iaiey ifoaita-
ée cada~e i1a00 1éacaolny iayéaeadagaioitie danfniiodaiiié  , a ilofio
eidol ftadowaiil 40086p féleeiiiou. 1aideidd, anee danedan  ée ilaa-
aaou fa aodia dafiiiciapudio agédioeoio a aeaa fiefiéa anad ~asi (6 aao-
géi (A&dgei0 caaapofy faleie eidaeiadaie), of 1+2aeaidi 6 86+04-
iedi foaiee a6aao éeann NP = F1>_ [aa&o0aoeiiesiaaiinio ineeine-
aeuil Tasaie+aiilio i adaiaié afionéapuaid agaiseoio ain 0aoi+it
6dadaol fenoaid ddaaidieé (12.3), cadapudp adédp n-iadiop asaiu,
a caodi (adoadieiediaail) idiaadeol, +oi ie Taia ec addeéi i iefiéa ia
ideiaaedaeeod yoié adaie. A fieo+ad 4a60oi4ialé easd idleeay i 814a0-
éa eéieoediaaéanu oiail (A), éidaa 6aéoe-anéeé 140aaid ol  anoaeyel

a ) anu

\\\\\\

yoiié 181addé0 iiaedo nouanoaeou agaise
1adaie+aiiia eeiiiti 10 €6 aéeéid. (I6e aééoddaoiié idaaie cagee
ddaiaiey fenoaid (12.3) iieell aideouny eeiaéiié 10aiée adai aie.)
. 9sx

12.4 Aéép+aied BPP Py b
Odisdia 12.3 BPP S\ b

Nadaaied. O-eolaay alileiecdeuiinou esaniia  He b aifoaoci+i
6MoAITaeol, +0T 48y Gasedldl ygléa L 2 BPP adiéijaony L 2 B e
L¢2 D i1 oaé eaé nai eeani BPP caiéioo Toiiieodeuil afieidiee,
of TNoadony onoaitaeou neaadpueé 6aéc

Aleacaodeurioar. 6ot ycoé L 2 BPP & (R;p; ) &al +afoioiné
dafiiiciaaacdact 14dané éc iinodIaiiis a eaia 9.3, 0.4

p(n)= n®t; (n)= ™ 0< < 1
Agy aifioaoi+il aceifid Asta  x faal 104afn0aaeol ofetaeéd x 2 L a
2843 yeaeaaeaioiial, eidpudai 6idid

99%w89b Q(x; w; b);



)

| +80a¢ G = G(x) lifeednoal anas aaie+
p(jxj). Oid4a 6aaioida 9P & 8P Afol IBIA0T eaaidid
iotadaapuel  G. Addadl ia G nodoeoodsd aaaed
+ 110acdyaill féieediedl it 11aoép 2. 1 =@

rrAN

ifleednoal anad naeaaoaeaé , eénielcoalits ~anoloili dani  Tciadaoaédi
aey idiaddeée onetaey x 2 L . 0 iiéasedl, ~of i6e 1adiaytai ataisa
1adaiaodia enéiita 18aanoaaeaied anou
k
X2L, (9912 G)::: (99« 2 G)(8g2G) (g2g + Y): (12.4)
i=1
Nia+ada 6adaeiny, +of (idé oféiaee ileeineasduiinoe k) a ivaaié
+anoe (12.4) iia éaaioidaie foleo 16aaeéao éc éeanna P:
K K
Q%91 im0, (924G +Y), R(X 9 @)
i=1 i=1
OA&1adl caéiaify an4ioii 1adaiaoda, 1adnia+eaapuei aaaii Aol (12.4)
e iféeffieaeditnou k. [daaay ~anol (12.4) yéagaagaioia onéiaep
!
[k
901;::,k 2 G (G+Y)=G ; (12.5)
i=1
60addaeaapuaid, +of i miuup k faaeaia iifeednioda Y iiseil itédioul
anp 80616 G. Ano&noaaiil fleeéaaod, +of yol oféiaed aniéiai, anee
aiey = jYj5Gj aifoaoi+it adeeéa, é ia adieiaif, anee iaea.
Ediia 12.5 Areek < 1, of 6fefaed (12.5) ia adieiaii. Anee iGj
(1 )k< 1, of 6fie1aed (12.5) adiieiai



12.4. Aeep-aiea BPP 5\ §. 87

aeéaaou, +of
[k
(@G+Y) k |Gj
i=1
10é64a Neaadao iadaia 6oaadseaaied
Agy diéacaodéunoaa aoisial 60addaeadiey aifnoaoi+ii onoait aeod, +of
(i5e 6éacaiilio onetaeyod) anee a éa+anoaa g acyou cia+aiey, ieé+aiida
a 8acoelinaca iacaaeneilo enitoaieé ned+aéiié adee-eid, 16 eiéiap-
uaé idfecaienita cia-aiey ec G i daaidie aasiyoiiioyie  15Gj, of
[k
Probf (g+Y)=Gg>O0:
i=1
T6aiel aaayoilfiou ididealiéiaeilal Afatoey, 6+eodaay, + ol jg +
Yj=jYj, aifddoéy g62g + Y) aey 6eénediaaiiiai g e dacée=+ild i
iacaaeneia:
8 19
< _ [k -
Prob 962 (g+Y) . jG @ )H)<u
" g2G i=1 ’
|
A jagdi fieo+ad adée+eia  caaeéneo 1o adiaital netaa x & 16aieaa-
aony 06iécedé 10 aal aéeil n = jx;j:
X6 ) < N ) k <k "

x2L ) >1 ") jG (@ Hk<opm kn

lleleel  k = p(n). Ioe &ifoaoci+il aiélieed n a6d&ok " < 1@
2P(N) kN < 1 11 881i& 12.5 1ofipaa feédacdo, +of yéaeaasaioiifou (12.4)
fiidaddaceaa a6y anao ainoaoi+it a4éeiitd nefa  x
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+enéll 6laia
lisdadedied 13.1  Eeafil PSPACE filfioieo éc afés ychera L ,
dafiiiciaaadine ia iageias Oupdeisa i itseilieasiinl 1adaf e-4ie-
& ia cli6 a0+enediey, 0.8. 48y 61013106 A6UAM0A0A0 iageia Ol pdeisa
M, a0+efieybuay cia-aiey iddaceaca v2 L iafélaad v2  ise+a

caaa+.
P SPACE fiiaaddaeéc
a

alei esanio P. Eaé & daiigd, x 2
dadey, at™ = wibpwoby i 2 f0;1g  Aéiaid, Al
@0y 6iala aa6o easiéia (M) & (A). Aéy aaiiian

89



90 Agada 13. EeafniP SPACE.

14@iaétan, jwij = jbj = p(jxj), & élee+anoar 6iata q(jxj) ofeed. (Oioy,
gaé 1anoaeaaéini dailga, yoe o6netaey iieil néadeol dac ecia iaie
geanna daniiciadadind yctéia al  jwij = jbj < p(jxj) e éiee+anocaa oi-
aia < q(jxj).) Aey Tisaaaeaiiinoe adaal fi—eoaou, +0f 1adadé 6ia anadaa
486280 (M). Rclé L f 0;1g dafiiciadony eadié, anee i AlRoied ec
anaod ia+aéuild éliveadoaceé, aey &i0ioltd 6 (M) anou ateadle iay
fi0daoaaey, o.a
x2L, 9I ”Wl?gbl::}:R(x;wlbl:::):
a@xj)

E&387 484400, ~07 a0 A ieéifieaduill ~enel 61ala itadée folo] ol0)
1a0aie+4i04 2450 (& 1i03438aiey  PH) @i filoadondaspo idaaea-
o0 adea f iT cadenyuea oléuél 10 deéneataaiil al ~enéa

NN N~

A e

[}
Qo a»
e
= o
©)
A o
, (Y

Eaé (M) &leaedi eadaou, anée a é1dia noie
430 4



iayiay daasecasey yoial 1a0iaa dafiiciaaaiey ycOeia ideal  4ed é
yeRiiAIoeasiitl caodaoal ialyoe ia 50aiaied 4356332 8400, 11 fa fia-
il 4364 Vel ja160eRU & Teeileasniié iaiyoup, daasecia aa ao-
~&feaiea 4683A006 MA0TE TadiaTi 435844 "Asaal-aiec”.

S
=
QX
[}
o
H
w
N
T>
=1}
D:
(04
<
O
[
D
—
Qx
Q-
=
=5
Q,
Q
Qo
o

fodiaiiié alwd fAND;OR g-idail ileeil daacéciaaol ia ieeinie-
aelié ¢hia, ia danidaaaeyy iaiyou ia anp néaié oaceél

Eoaé, fidaia iddanoaasyao fiaié éiaiaarta addaar aonod q(jxj) c ii-
oyaen akoasdiey 200%). Addgein 1aiial yoona T4eiasiand 66ieser-
faéuita yeaiaion (eéaf ana AND , géeai and OR),i8e+ai AND é OR
yoona +adaadpony, a a éidia noiéo OR. Adiaitia ¢ia+aiéy (ia eenouyo)
ad+eneypory ia iéeilieagdiié ¢iia i miutp idaaeéaoa R, afée éc-
aanoai ivol ec é1diy é eénoo. Idaaieasadi, +oi 6aada, andia yuead éc
aifé adawgein, diiayai+ait (iedaa iaidaan)

Ia iilee&n0ad anad addweei cazadel eeiaéiné oyaie "edadd ee e
ieed": x <y aneée 160l éc é16iy & x anol ftafoaaiiia idiaieaedied iv6oe
&c 815y & y eée ARol ATARDAAINTA 10A0ABAIRA 10 YOIAT 608 ABAAT

y

# eée #

X X y
|6daeadaaony iineaataacaenil ad+enéyou cia+aiéy fdaio a a adeeiad
5303432 A yO©i 116y48a (10 63476 feaeidé A4dweil & &1dip). 188 v ofi
a8y a0+efisaiey cia+aieé A Aa00eiad z > x, AINOAVI-IT cladl cia+aiey
A 430geéia x & anad addweiady < x, daniléleediilo faMidaanoaaiit



92 Agada 13. EeafniP SPACE.

ieaed 1ailé éc addwei ia 16oe éc éidiy é X
OR
#
op(ixj) o
# (13.1)
OR
#
Paciad adsada (13.1 ) fioadony yénitiaioeaenili ca i+ao 88 061 4ad-
@ei, 14icia+aiiio 0daiy seeditie oi+éaie. i éamaay caéay ad oiia
dafiiéleedia fa 1aifi yoona, 1yolio a cia-aiey ndait ai anac adoge-
fad z > x aiéado AND ( ) éée OR( ) & caaéneiinoe 1o +aoiifioe
ifiada yoona. Oaéel 1adachi, a éasealé iMaio asaiaie aifioad =it
ddaieol 11addad ieeilieaéuiial daciada
OR
#
OR( ) AND
. #
AND ( ) OR
#
OR( )
|
Afa PSPACE

Y

13.4 [EA&diaay dadagoddecacey éea
0

L 2 PSPACE

é ; M
C(t) anou ffaddeeelia €aio, Méieedied aieiaié e iinoiyiead iag
N ~ . 5



E&da 4y dafiiciadaiey ideiaasdseiinoe x 2 L. E&dté (M) fioa-
daaony 6aaaeou (A), +of 1i 1Acadadd idaaeeuiié iineaataaca euiifoup
AibeAGBA0RE AD+EREAIRY M (X) & <07 YOI A0+eREAIea 4380 10A%0 "44".
Tie Afaiafnoil 1A0an+e004aapo ciaaiey 4400 +eneiand iadaia iiad 1 e
r. A iazagiite inaio 1 =0, r = 290x), = C(0), C, = AOAIAABOIAY
caééep-eodeliay élioeassacey i 10adoll aa

~
D
Qo
an
>
-
=
Q»
Qo
ox
D
o
[
~
(04
|
(@
-_
~
<
N
e
Q)
11
O
—~
—
~
QJo
o
~~
Z
&
=
=1}
[0
Qo
Q:
N
(@
Q»
&
=)

AN e

Pacaddal ieo+aéx 62, Oia4a "idAARENITE 4TIONEAPUAS TTHEAATAR-
0&BUTHOR &Ti6RAGBA0RE 14 NOUANOA0AO & (M) Alibeeadi Talail Aol

AT 1404181 Giaa Geed TiOAAAGAID 444 1a8G  (Cpjl) @ (Crir): Al =
0, r = 290x); &Ti6ea0sA0RY C; ecafoiay andl iatasiiay, a C; o0&
ationeapuay cageprecdsuiay eiiceacsasey, alciieiinon il 86+aiey
8101816 & BAcOBUI0A0A A0+efEAIY M (x) 60A&dseaadd (M). ide yoii ia
Raill 4464 a0ieiail onélaea
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2. 6R00 (M) 2044880 C; 648, +oicat | o
e

Agada 13. EeafniP SPACE.

=
T
=1
D:
(04
—_
<
~
Y
Qx
O
]
D/
o
o
Q.
jab)
D
0}
o
o
-Q)o
—
o
—
+
-
T
N
(@2
=
~~
Z
O
B
Qo
Q»
[}
D
n
ox
Q-
D

Y

O
® » O

C,. Oia4a (A) fB4AGA0 A045A00 &
aafear =



Agaaa 14

lfeiga gaaa+é é'ey éean
PSPACE e ééann
||ee|||eaéU||é eadadoee.

—
g.»
N
QJ/

E&&é1 aeaaou, +oi éeaniPSPACE e éasealé éeain ieeilieasuiié
eadaddee caiéivo aiec Toiiieodéuii naiaeiinoe . aneec 1aei
éc ied, of aey épatod aaod ychéla Li;L, alileiyaony oneiaea

IT aiasiaee f iMiyoeai NP -iféi06 caaa+ Niddadee h e R-ieind
caaa+e e [acaleuged (il fofigaiep Py yeé’néi()a AT0AROAOAGPUES
geaniia. leaed 10 16eaiael oeifata i9eiddl oaéed casa~.

S A NN N AN b AANs77A O s 7 O A A AAXN 7 N
14.1 Eaaioebdedediaaiilla aééaad 61016€0
liodadedied 14.1 Eaaioedenediaaiiié aveaaié 61dioeié fac0aaao-
fiy 6idi6éa deaa

QuX1:::QiXk (14.1)

d3a' Aadeadaaoiodidea, Qixi, i =1;:::;k éaaioidn nduanoaiaaiey eee
anatauitnoe it Aoeaadi 1adaiaiidi xi. Eaajoedesesiaaiiay o1dioea
fac0aaaony ,-01616&Mé ( n-01816€1é), anee fia ia+-éiadony fi éaaioi-
da 9 (fiffoaaonoaaiii 8) & eidao n 1 +adaaiaaieé éaaioidia. Eaaioe-
o0eoediaaiiay aoeadda oioioea (14.1) caiéidoa , anee ana iadaiaiina aa
44néaaioidiié +anoe ' easedo NOAa:;:::;Xn.



96 Asaaa 14. P-, R-e& PSPACE-iéita casa+e.

OfsicBa 9x (x A : y) JaeyAony iacaieiooié eaaioedesesiaaiiié
4083476 01010816, EROSITAONA cia-aied &oisié caaehed T o &f-
ORITTHOMAT cla-aiey T1A04IAI1é y

Caidoei, <ot

W (x), ") _"(1); 8 (x), "(0)""(1);

zk <- tk;
y <-t.

Olaaa iddanoaasypued f 6181660 oa

1-aea: 9z1:::9z¢((z1$ tHN M (zk$ k)M t);
1-8éd&: 8z7:::8z((z1$ t1)~:::~(zk$ tk) ! t):



14.2. 1604 cada+e a8y esanf

a»
v
I

97

Caid+aied. 10 iddaieasadl oeenesiaaiiti ilaceaaiiia éiae-
dlaaiead o6ioice fielaaie a agdadeod f0;1g. Cada+e odafiigiadaiey efi-
oeiiinoe 01016 0éacaiildo aeaia oOidiaéecopony €aé cada+e d anti-
ciadaiey ycOéia, AMolyued ec éiaia 6i8ioe. Aaie+ité éia oi di6éa
F iéaed Taicia+adony +adae F
Aicacaocadeurioal. Niaraea isladdel, +0f yoeé casa+eé edaedd a filoado-
foadpued éeannad. 16fou aaia éaaioedesediaaiiay accdaa 61  di6ea F
deaa (14.1). Caiadiei a idé easealé a&ié 1aiieiaiins 46eaand éa aiof-
dia ia 1aei €éaaioid 11 aale+idi neiaai aeeid m, daaiie iaéfeioio
6i6e+aM0aa 6aai01d1a 4 0aéed a&iead. laiseias,

=P8y o PySy  (uixalyniziz)
ioafadacoaony a

FO= 8Xij=29yjyj=282ij:2 I ( 1(X); 2(X); 1(y)v 1(2); 2(2));

344 ; ooievee i-00é aeo nefaa. OAiadl caidoei, +oi enoeiiinoiia
cia+aiea atdaseaiey iia éaaioidaie
(2) & eciaieony i5e 6aceiaied Agia  x, v, z ATIeRGAAICAI FiBaAA 16T-
ecaielilod 4éoia ai aeei n = jFj,
(&) 11eedd alou ad+efneail ca rieeilieagliia asaiy 1 o61divea Fe
féfaai x,vy, z, 0.a

(F enoéiia) ,8 Px9Py8Pz R( F ;x;y;2);

O N~ A 7

aaa neeili  p(n) = n, aR fffoadofioadpueé idaaeéao ec ééanna

P.

Pac6i&aaony, of sed fiaita i5ioiaeo fi 8paié caaioedesesiaaiii & 6i6-
i6816. 138 yoii afiée  F &ROU n ( o) -010I684, OF fTT0ARDAOAOPUAY
i5aaay ~afol 46480 B ( R) -iddaeeaoh.
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O&i&du iléasedi, +0f idlecaleniné ycué L2 hacado b -nataeoudy
& cada+a dadiiciadaiey enoeiiiioe éaaioedesediaaiitd aeé  aald -
oidice. (Ned+aé fi P ilafifoup aiasiae+ar.) ionod
Xx2L,9 Pw8Pb:::R(x;w;b;::0); (14.2)
aadp - eeill, a R 2 P. 11 416acaiiié 5aida 0416814 6.1 P P=Poly,
f0éd6aa fdaiiay nelaeiiiol aceaaié odiecee f, at-eneypudé enoei-
iifoifa cia-aied 10aaééaoa R(x;w;b;:::) iT 4éoai aal adadiaioia, anou
ooieoey ieeilieasiital aifioa. Aiéaa oial, aléacadaéinoa T 0aidaid
6.1 idaacaaaél idyiop (iieeitieaeliop it adaiaie) élinodoe oep ii-
fodiaiey fifoadonoadpuaé ndaid S 1M +efiéd m = jxj + jwj + jwj+ i,
8101614, a naip T+asaal, eaaét ainnoaitaeou i jx;.
ideiaiel eaiié 14.2 é ndaia S; e iéd+el iddanoaaeaied adeaaié
06iévee f eaaioedevedsiaaiiié aceaaié 1 €8¢  -010i6ETé F;. loe-
+al a04adai of ec e, a éio0idh eaaioidn fAtaraaapo i naidl 16 aadi
|

D
Q>
o
ox
=
an»
—~
'_\
A
N
N
Q
e -
Q.
Q-

daa ofoita F fidada afou eaaioedeoediaaiiay aceaaa n-0idivéa
(iTa00 ~adaaiaaieé eaaioidia ia aidadeéinu), a ioiadasedie &
XTxj!' m7' S 7V Fe 7' F
( 0.4. fatayuay oo6ieoey) at+enéeil ca Méeilieagliia adsaiy
]

Eeanfi PSPACE 0aéaed niaddeeed iagdléiuged ysaiaiol PSPACE-
i16i0& caaa+e. E iei 10iifeony cada+a dafiigiadaiey enoeii noe ca-
18i6000 eaaide6evediaaiilse 4664aas 61sice. lia iddancaas afa ycl-
&l TQBF, fiffoiyuel ec (&laia) anac enoeiitd caiéioons éaal 0ede-
oediaaiiid a6eaans o6idioe
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Q-

14.3. [8eiad P SPACE-iiéiié ¢

F = oxi:::oxkeyl:::8y}9:::

(M) 838280 ca 6AaI0Id AGUANOATAAIRY, (A) ca 8AAI0Id an&tal iHoe
lie 14a aaeapo 6ian aeeit jFj:

wp = wiwg::

by brbj

Wp = Wiw3:

Ciee+anoal 61aia ileeil 0aéaed acyol  jFj; Til iaae1dedoao ~efiél +aoa-
alaaieé éaaioidia a 61dioed. 10daeéas ateastga anou
Nl 1 —v1l..... —yLl.. ..

R( F !Wllt}l!WZl ) ’ [Wl_xll!lﬁ_yly ]
(aianot 1a84aiaiito ianoadeypoiy 1adata aéod fiioadonoad  pued oi-
aia eaoiéla). Enceiiiioll F yéaeaaeadioia o6néiaep fouanoaiaaiey ad-
2a00g16 A0BA0RERE A8Y (M)

|

b - y eaoo n TMeeilieaétili ~enél o -
afa, safiiciapusp L
x2L ,9| Pwy ;bl:::R(x;wlb_L:::);
qqixi)
aaap;q Teeiiia, a R 2 P. Caiaiéi éaaioldad 1 nefaai ia aeiée
gaaioiaia i1 a6eaali iadaiaiiti, a 1daaeéao R ia al+enéypuodp
Aal a6eadaod nodaio ieeilieaenital daciasa

F)W% ¥ :QWE(ij)éb% TRE: 1> A } (S(x;waiby i) =1):

p(ix]) a(ixj)
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aaeaioiié éaaioéodevediaai-
ié aeeil (iT eaiia 14.2).
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