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Ì.Â. Ëîìîíîñîâà äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ êàôåäðû ìàòåìàòè ÷åñêîé
ëîãèêè è òåîðèè àëãîðèòìîâ, à òàêæå ñïåöèàëüíîñòè "Çàùèòà è íôîðìà-
öèè". Èçëàãàþòñÿ îcíîâíûå èäåè è ìåòîäû òåîðèè ñëîæíîñòè âû ÷èñëå-
íèé.

Äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ñïåöèàëèñòîâ, çàíèìàþùèõñÿ àí àëèçîì
ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ.
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Ãëàâà 1

Ìàøèíû Òüþðèíãà.

1.1 Íåôîðìàëüíîå ââåäåíèå.

Íåôîðìàëüíîå ïîíÿòèå ìîäåëè âû÷èñëåíèé ïðåäïîëàãàåò çàäàíèå ÿçûêà
ïðîãðàììèðîâàíèÿ âìåñòå ñ åãî îïåðàöèîííîé ñåìàíòèêîé , ò.å. îáúÿñíå-
íèåì òîãî, êàêèì îáðàçîì ïðîãðàììå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðîöåññ âû÷èñëå-
íèé .

Ïðîöåññ âû÷èñëåíèé, ðàçâèâàÿñü âî âðåìåíè (êîòîðîå äèñêðå òíî), ïî-
òðåáëÿåò ðàçëè÷íûå (ðàçíîðîäíûå) ðåñóðñû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè-
÷èíà ïîòðåáëåííîãî ê äàííîìó ìîìåíòó ðåñóðñà èçìåðÿåòñÿ íàòóðàëüíû-
ìè ÷èñëàìè è íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé, ò.å. áåñêîíå÷íûé ðåñó ðñ òðå-
áóåòñÿ òîëüêî äëÿ íèêîãäà íå çàêàí÷èâàþùåãîñÿ ïðîöåññà. Óä îáíî (õîòÿ
íå ñòîëü ñóùåñòâåííî) òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé íèêîãäà íå ç àêàí÷è-
âàþùèéñÿ ïðîöåññ ïîòðåáëÿåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êàæäî ãî ðåñóðñà,
ò.å.

Ðåñóðñ< 1 , ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ.

Îáû÷íî ìîäåëü âû÷èñëåíèé çàäàåò ñïîñîá ïîäñ÷åòà èñïîëüçîâ àííûõ
ðåñóðñîâ â êàæäîì êîíå÷íîì âû÷èñëåíèè. Ò.å.

� ôóíêöèÿ Compl : (program; input ) 7! resourse � âû÷èñëèìà,

� îòíîøåíèå Compl(p; i) < n � ðàçðåøèìî.

Îñíîâíûå (íî íå åäèíñòâåííûå) ðåñóðñû � âðåìÿ è ïàìÿòü. Íî äëÿ êàæ-
äîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé îíè ñâîè !

Êàê èñïîëüçóþò ìîäåëü âû÷èñëåíèé äëÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè à ë-
ãîðèòìîâ: õîðîøî ðåàëèçóþò àëãîðèòì â âèäå ïðîãðàììû p íà ÿçûêå
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10 Ãëàâà 1. Ìàøèíû Òüþðèíãà.

ïðîãðàììèðîâàíèÿ äàííîé ìîäåëè, âûáèðàþò ðåñóðñ r (èç ÷èñëà îïðå-
äåëåííûõ â ìîäåëè) è èùóò âåðõíèå îöåíêè f (n) íà âåëè÷èíó çàòðàò.
Íàïðèìåð, â õóäøåì ñëó÷àå:

max
size(i )= n

Complr (p; i) < f (n):

Îñíîâíîå ïðîòèâîðå÷èå: òî÷íûå îöåíêè òàêîãî ðîäà èíòåðåñíû
äëÿ ìîäåëåé âû÷èñëåíèé ñ ðåàëèñòè÷íûìè ÿçûêàìè ïðîãðàììèð îâàíèÿ,
äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíèå êàêèõ-íèáóäü òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê î ÷åíü òðóä-
íî. Âûõîäû:

� (ìàøèííî çàâèñèìûé, çàâèñèò îò "æåëåçà", à ïîòîìó ðåçóëüòà òû
áûñòðî óñòàðåâàþò) ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò.

� (íå âïîëíå ÷åñòíûé) Îãðóáëåíèÿ â îïðåäåëåíèè ðåñóðñà. Íàïð èìåð,
â êà÷åñòâå âðåìåíè äëÿ C � ïîäñ÷åò òîëüêî êîëè÷åñòâà âûïîëíÿ å-
ìûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (èëè òîëüêî ñðàâíåíèé).

� Ïîñòðîåíèå ÷åñòíûõ îöåíîê äëÿ áîëåå ïðîñòîé "èãðóøå÷íîé"ì îäåëè
è ó÷åò çàìåäëåíèÿ ïðè êîìïèëÿöèè â ðåàëüíûé ÿçûê.

Ïðèìåð. Ïóñòü �èãðóøå÷íàÿ� ìîäåëü âû÷èñëåíèÿ M äîïóñêàåò êîì-
ïèëÿòîð ïðîãðàìì â C

compiler : pM 7! pC ;

ïðî êîòîðûé äîêàçàíî (îäíà òåîðåìà äëÿ ïàðû ìîäåëåé), ÷òî

T imeC (pC ; i ) < (T imeM (pM ; i ))5 + 1000:

Åñëè ìû óñòàíîâèì, ÷òî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü íåêîòîðîé çàäà÷ è â M
åñòüO(n2), òî ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó O(n10) â C. Ýòî çàãðóáëåííàÿ,
íî ÷åñòíàÿ îöåíêà.

Êàê îòíîñèòñÿ ê òàêèì îöåíêàì. Êîíå÷íî, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè
âåñüìà íåòî÷åí, íî òî, ÷òî âðåìÿ åñòü ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ, à íå ýêñïîíåí-
òà � àáñîëþòíî òî÷íî! Çíà÷èò, èñïîëüçîâàòü ýòîò ïîäõîä ðàçó ìíî òîãäà,
êîãäà âàæíà ðàçíèöà ìåæäó ìíîãî÷ëåíîì è ýêñïîíåíòîé, à íå ìå æäó n2

è n3. Òîãäà è òåîðåìó ïðî êîìïèëÿòîð ìîæíî äîêàçûâàòü íå â ñàìîé
ñèëüíîé ôîðìå (íàïðèìåð, íå óòî÷íÿÿ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè), ê îãäà îíà â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ î÷åâèäíîé.
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1.2. Ìîäåëè Òüþðèíãà. 11

Íàáëþäåíèå. Äëÿ ðåàëüíûõ óíèâåðñàëüíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ è áîëüøèíñòâà óíèâåðñàëüíûõ "èãðóøå÷íûõ"(íå ñïåöèà ëüíî èñ-
ïîð÷åííûõ) ÿçûêîâ êîìïèëÿöèÿ îäíîãî â äðóãîé çàìåäëÿåò ïî â ðåìåíè
íå áîëåå, ÷åì ïîëèíîìèàëüíî, è óâåëè÷èâàåò ïîòðåáíîñòü ê ïà ìÿòè íå
áîëåå, ÷åì ëèíåéíî. Èìåííî íà ýòî ïîëîæåíèå äåë ñëåäóåò ðàññ ÷èòûâàòü
â ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè ñëîæíîñòè è âíóòðè ñàìîé òåîðèè.

1.2 Ìîäåëè Òüþðèíãà.

Ýòî ñåìåéñòâî ìîäåëåé âû÷èñëåíèé íàèáîëåå ÷åñòíî îòðàæàåò âðåìÿ âû-
÷èñëåíèé. Âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ îïðåäåëåíèÿ ìíîãî. Ìàøèíà Ò üþðèíãà
ñîñòîèò èç óïðàâëÿþùåãî óñòðîéñòâà (ÓÓ) è ïîòåíöèàëüíî áåñ êîíå÷íîé
âíåøíåé ïàìÿòè, ñòðóêòóðà êîòîðîé íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Îíà ñíàá-
æåíà ïðîãðàììîé, çàäàþùåé ïðàâèëà åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ.

Ïðîãðàììà

ÓÓ Ïàìÿòü

Ïàìÿòü ðàçáèòà íà îäèíàêîâûå ÿ÷åéêè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ õ ðà-
íåíèÿ áóêâ ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àëôàâèòà (îäíà áóêâà â ÿ÷åéêå).
Èìååòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî (êîíå÷íîå ÷èñëî) ÷èòàþùå-ïèøóù èõ ãîëî-
âîê. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ãîëîâêà îáîçðåâàåò îäíó ÿ÷åéêó ïàìÿòè.
Çà îäèí òàêò ðàáîòû ãîëîâêà ìîæåò èçìåíèòü ñîäåðæèìîå ýòîé ÿ ÷åéêè
è ïåðåìåñòèòüñÿ ê îäíîé èç ñîñåäíèõ (èëè îñòàòüñÿ íà ìåñòå). Ôóíê-
öèîíèðîâàíèåì ãîëîâîê óïðàâëÿåò ÓÓ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåí è ÓÓ
íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âí óòðåí-
íèõ ñîñòîÿíèé. Îäèí òàêò ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ìàøèíà ÷èòàåò
ñîäåðæèìîå îáîçðåâàåìûõ ÿ÷ååê è âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå, âûá èðàåò èç
ïðîãðàììû èíñòðóêöèþ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìóþ ýòèìè äàíí ûìè, è
èñïîëíÿåò åå. Â èíñòðóêöèè ñêàçàíî, êàêèì äîëæíî ñòàòü íîâî å âíóò-
ðåííåå ñîñòîÿíèå, êàêèå áóêâû äîëæíû áûòü çàïèñàíû â îáîçðå âàåìûå
ÿ÷åéêè è êóäà äîëæíû ïåðåìåñòèòüñÿ ãîëîâêè.

Âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ ãåîìåòðèåé ïàìÿòè (ýòî ñ óùå-
ñòâåííî, ò.ê. çà îäèí øàã ãîëîâêàì ðàçðåøàåòñÿ ïåðåìåñòèòüñ ÿ òîëüêî
â ñîñåäíèå ÿ÷åéêè). Â ïðîñòåéøèõ ìîäåëÿõ ïàìÿòü ïðåäñòàâëÿ åò ñîáîé
ëåíòó ñ îäíîé ãîëîâêîé, áåñêîíå÷íóþ â îäíó

: : :
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12 Ãëàâà 1. Ìàøèíû Òüþðèíãà.

èëè îáå ñòîðîíû
: : : : : : :

Â òåîðèè ñëîæíîñòè îáû÷íî èñïîëüçóþò ìíîãîëåíòî÷íûå ìàøèí û Òüþ-
ðèíãà � êîíå÷íûé íàáîð ëåíò ñ îäíîé ãîëîâêîé íà êàæäîé (áîëåå äå-
òàëüíîå îïèñàíèå ñì. íèæå). Ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå ìàøèíû Ò üþðèíãà
ñ "ìíîãîìåðíîé"ïàìÿòüþ (íàïð., â âèäå êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè) è ðàçëè÷-
íûå "ìíîãîãëàâûå"âàðèàíòû (íåñêîëüêî ãîëîâîê íà îäíîé ñâÿ çíîé êîì-
ïîíåíòå ïàìÿòè). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè âàðèàíòû ìîäåë èðóþò
äðóã äðóãà ñ ïîëèíîìèàëüíûì (êâàäðàòè÷íûì) çàìåäëåíèåì ïî âðåìå-
íè è ëèíåéíûì óâåëè÷åíèåì ïàìÿòè.

Âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ìàøèí Òüþðèíãà äîñòàòî÷íî õîð îøî
èçó÷åíû. Èõ êà÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ñîñòîèò â îïèñàíè è êëàññà
âñåõ ôóíêöèé, âû÷èñëèìûõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà. Ðå÷ü èäåò î ÷à ñòè÷-
íûõ ñëîâàðíûõ ôóíêöèÿõ f : � � ! � � , ãäå � � � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ
â êîíå÷íîì àëôàâèòå � , à òåðìèí �÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ� îçíà÷àåò, ÷òî
çíà÷åíèå ôóíêöèè f (v) äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ v 2 � � ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåîïðåäåëåííûì. Ðåçóëüòàò ñðàâíèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ çàïàñ îâ âû÷èñëè-
ìûõ ñëîâàðíûõ ôóíêöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ (íå òîëüêî �èãðóøå÷íûõ �) ìîäå-
ëåé âû÷èñëåíèé ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí â âèäå ñëåäóþùåãî í åôîð-
ìàëüíîãî óòâåðæäåíèÿ:

Òåçèñ Òüþðèíãà (íåôîðìàëüíûé): Êàæäóþ âû÷èñëèìóþ
(ïðîãðàììîé êàêîãî óãîäíî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ) ÷àñòè÷ -
íóþ ôóíêöèþ òèïà � � ! � � ìîæíî âû÷èñëèòü íà ïîäõîäÿ-
ùåé ìàøèíå Òüþðèíãà.

Íåôîðìàëüíîñòü Òåçèñà Òüþðèíãà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí íå ìîæå ò
áûòü ïîëíîñòüþ îáîñíîâàí ìàòåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè (äîê àçàí êàê
ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðåìà). Â òî æå âðåìÿ âñå ìíîãî÷èñëåííûå ï îïûòêè
åãî îïðîâåðãíóòü, ò.å. ïðåäëîæèòü ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ á îëüøèìè
âû÷èñëèòåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè, îêàçàëèñü áåçóñïåøíûìè ( â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîäîáíûå ïðîåêòû ñ÷èòàþòñÿ àáñî ëþòíî
áåñïåðñïåêòèâíûìè). Ïðè÷èíà íåâîçìîæíîñòè ïîëíîãî ìàòåì àòè÷åñêî-
ãî îáîñíîâàíèÿ êðîåòñÿ â ñëîâàõ �êàêîãî óãîäíî ÿçûêà ïðîãðà ììèðîâà-
íèÿ� � îíè íå îïðåäåëÿþò íè ñàìîãî ñåìåéñòâà ÿçûêîâ, î êîòîðû õ èäåò
ðå÷ü, íè êàêîãî-ëèáî ñâîéñòâà ýòîãî ñåìåéñòâà. Åñëè èõ çàìå íèòü íà äî-
ñòàòî÷íî èíôîðìàòèâíîå îïèñàíèå ñåìåéñòâà ÿçûêîâ ïðîãðàì ìèðîâàíèÿ
(êîòîðîå íåîáõîäèìî îêàæåòñÿ ìåíåå îáùèì), òî ñîîòâåòñòâó þùèé ÷àñò-
íûé ñëó÷àé Òåçèñà ñòàíåò îáû÷íûì, �ïîääàþùèìñÿ äîêàçàòåëü ñòâó� ìà-
òåìàòè÷åñêèì óòâåðæäåíèåì.
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1.3. Ìíîãîëåíòî÷íûå ìàøèíû Òüþðèíãà. 13

Ïðèìåð. Ïóñòü ñåìåéñòâî ñîñòîèò èç ÿçûêîâ, C è PASCAL, çàäàí-
íûõ ïîëíûì îïèñàíèåì èõ ñèíòàêñèñà è îïåðàöèîííîé ñåìàíòèê è. Îáà
ÿçûêà îáëàäàþò êîìïèëÿòîðàìè â ASSEMBLER, ïîýòîìó äëÿ îáîñí î-
âàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ Òåçèñà Òüþðèíãà äî ñòàòî÷íî
ïîñòðîèòü êîìïèëÿòîð, ïðåîáðàçóþùèé àññåìáëåðíûé êîä â ïð îãðàì-
ìó äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìê îé, íî
àáñîëþòíî ðåàëèñòè÷íîé çàäà÷åé ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ. Äëÿ à êêóðàò-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóåòñÿ åùå âåðè ôèöèðîâàòü
âñå òðè êîìïèëÿòîðà, ò.å. äîêàçàòü, ÷òî îíè ðàáîòàþò ïðàâèëü íî.

1.3 Ìíîãîëåíòî÷íûå ìàøèíû Òüþðèíãà.

Ëåíòû áåñêîíå÷íû â îáå ñòîðîíû. Ïóñòûå ÿ÷åéêè íåñóò ñèìâîë # . Åñòü
îäíà èëè íåñêîëüêî âõîäíûõ ëåíò (òîëüêî äëÿ ÷òåíèÿ), îäíà èë è íåñêîëü-
êî ðàáî÷èõ ëåíò (ìîæíî ÷èòàòü è ïèñàòü), íåêîòîðûå èç êîòîðû õ ìîæíî
îáúÿâèòü âûõîäíûìè. Âõîäíîé àëôàâèò � 0 ñîäåðæèòñÿ â ëåíòî÷íîì �
è íå ñîäåðæèò #. Ðåçóëüòàò (íà âûõîäíîé ëåíòå) åñòü òî ñëîâî â àëôà-
âèòå � 0, íà êîòîðîì èëè íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä êîòîðûì îñòàíîâèëàñ ü
ãîëîâêà. Óäîáíî òàêæå òðåáîâàòü, ÷òîáû íà âõîäíûõ ëåíòàõ ãî ëîâêà íå
óäàëÿëàñü îò ãðàíèö âõîäíîãî ñëîâà íàðóæó: íàïðèìåð, ìîæíî ââåñòè
îãðàíè÷èòåëüíûå áóêâû b è e äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãðàíèö âõîäíîãî ñëîâà, çà
êîòîðûå ãîëîâêå âûëåçàòü çàïðåùàåòñÿ. Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóð àöèÿ ëåíò
âûãëÿäèò òàê:

Âõîäíàÿ ëåíòà ñ èñõîäíûìè äàííûìè:
: : : # b 1 0 1 1 e # : : :

4

Ðàáî÷èå ëåíòû:
: : : # # # # # # # : : :

4
: : : # # # # # # # : : :

4
: : : # # # # # # # : : :

4

Ðàáîòà ìàøèíû îïèñûâàåòñÿ òðåìÿ êîíå÷íûìè ôóíêöèÿìè ( k � êîëè-
÷åñòâî ëåíò, Q � ôèêñèðîâàííîå çàðàíåå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé
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14 Ãëàâà 1. Ìàøèíû Òüþðèíãà.

ÓÓ):

� : Q � (� � )k ! Q � íîâîå ñîñòîÿíèå
� : Q � (� � )k ! (� � )k � íîâîå ñîäåðæèìîå ÿ÷ååê

 : Q � (� � )k ! f N; L; R gk � äâèæåíèÿ ãîëîâîê

Èõ óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå ïðîãðàììû � íàáîðà íåïðîòèâîðå÷ èâûõ
êîìàíä âèäà:

q�a 7! � (q;�a)� (q;�a)
 (q;�a)

Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü íàáîðà îçíà÷àåò, ÷òî â íåì íåò äâóõ êîìà íä ñ îäè-
íàêîâîé ëåâîé ÷àñòüþ q�a. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïèñüìà ïðåäïîëàãàþò òàêæå,
÷òî åñëè êîìàíäà ñ ëåâîé ÷àñòüþ q�a íå âûïèñàíà ÿâíî, òî îíà âñå-òàêè
åñòü â ïðîãðàììå, íî èìååò ñïåöèôè÷åñêèé âèä q�a 7! q�a N : : : N . Òàêèå
êîìàíäû òðèâèàëüíû, ò.ê. íå âûçûâàþò íèêàêèõ äåéñòâèé.

Ïðèìåð. Íà Ðèñ.1.1 ïðèâåäåíà ïðîãðàììà ìàøèíû Òüþðèíãà ñ îä-
íîé âõîäíîé è îäíîé ðàáî÷åé ëåíòîé, êîòîðàÿ ïåðåïèñûâàåò èñ õîäíîå
äâîè÷íîå ñëîâî â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Ïîëíàÿ ñïåöèôèêàöèÿ ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíû Òüþðèíãà åñòü í à-
áîð

< Q; � ; �; �; 
; q :; q: > :

Åñëè ê íåé äîáàâëåí âõîäíîé àëôàâèò � 0 � � n f # ; b; eg, âûäåëåíû âõîä-
íûå ( k0 øòóê) è âûõîäíûå ( l0 øòóê) ëåíòû è � â ñàìîì äåëå íå ìåíÿåò
ñîäåðæèìîå âõîäíûõ ëåíò, òî ïîëó÷àåì âû÷èñëèòåëü (÷àñòè÷í îé) ôóíê-
öèè f : (� �

0)k0 ! (� �
0) l0 . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè � âåêòîðà

(w1; : : : ; wl0 ) = f (v1; : : : ; vk0 ) íàäî çàïèñàòü íà âõîäíûõ ëåíòàõ ñëîâà bvi e,
çàïóñòèòü ìàøèíó è äîæäàòüñÿ îñòàíîâêè, ïîñëå ÷åãî ñ÷èòàòü ñ j -òîé
âûõîäíîé ëåíòû òî ñëîâî â àëôàâèòå � 0, íà êîòîðîå óêàçûâàåò ãîëîâêà.
Ýòî wj . Åñëè ãîëîâêà îñòàíîâèëàñü íå íà áóêâå àëôàâèòà � 0, òî ðåçóëü-
òàò � ïóñòîå ñëîâî. Åñëè ìàøèíà ðàáîòàåò áåñêîíå÷íî äîëãî, ò î çíà÷åíèå
f (v1; : : : ; vk0 ) íå îïðåäåëåíî.

Çàìå÷àíèå. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé íà ñàìîì äåëå ìîæåò
ïðåäñòàâëÿòü ëþáóþ îãðàíè÷åííóþ (äëÿ äàííîé ìàøèíû) ñòðóê òóðó
äàííûõ. Ýòî èìèòèðóåò ñòàòè÷åñêè ðàñïðåäåëåííóþ ïàìÿòü ñ â îçìîæíî-
ñòüþ çà îäèí øàã ïåðåïðèñâàèâàòü åå âñþ öåëèêîì. Åäèíñòâåíí îå îãðà-
íè÷åíèå � íîâîå ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ (çàðàíåå) îäíîçíà÷ íî ïî ïðåäû-
äóùåìó ñîñòîÿíèþ è ñîäåðæèìîìó îáîçðåâàåìûõ ÿ÷ååê ëåíòû.
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1.3. Ìíîãîëåíòî÷íûå ìàøèíû Òüþðèíãà. 15

Ïðîãðàììà:

q0 b# 7! q0 b# RN
q0 0# 7! q0 0# RN
q0 1# 7! q0 1# RN
q0 e# 7! q1 e# LN

q1 0# 7! q1 00LR
q1 1# 7! q1 11LR
q1 b# 7! q2 b# NN

Ôóíêöèîíèðóåò îíà òàê:

# b 1 0 1 1 e #
4

# # # # # # # #
4

Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
q0.

# b 1 0 1 1 e #
�! 4

# # # # # # # #
4

Ñîñòîÿíèå q0 ïåðåìå-
ùàåò ãîëîâêó íà âõîä-
íîé ëåíòå ê êîíöó
ñëîâà è ìåíÿåòñÿ íà
q1.

# b 1 0 1 1 e #
4  �

# 1 1 0 1 # # #
�! 4

Ñîñòîÿíèå q1 ïåðå-
ìåùàåò îáå ãîëîâêè
â ïðîòèâîïîëîæíûõ
íàïðàâëåíèÿõ, êîïè-
ðóÿ áèòû ñî âõîäíîé
ëåíòû íà ðàáî÷óþ.

Ðèñ. 1.1: Ïðèìåð ìàøèíû Òüþðèíãà.
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Ãëàâà 2

Âðåìÿ è ïàìÿòü.

2.1 Âðåìÿ è çîíà ìàøèíû Òüþðèíãà.

Âðåìÿ TM (input ) � ýòî ÷èñëî øàãîâ â âû÷èñëåíèè ìàøèíû Òüþðèíãà
M íà âõîäå input. Øàãîì ñ÷èòàåòñÿ èñïîëíåíèå îäíîé êîìàíäû, ò.å. ñîîò-
âåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è ñîäåðæèìîãî îáîçðåâàåì ûõ ÿ÷ååê
ïàìÿòè, à òàêæå ïåðåìåùåíèÿ ãîëîâîê, ïðîèñõîäÿò çà 1 âðåìåí è.

Çîíà, ïàìÿòü SM (input ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì ïî âñåì ðà-
áî÷èì ëåíòàì êîëè÷åñòâà èñïîëüçîâàííûõ ÿ÷ååê ê ìîìåíòó îñò àíîâêè
ìàøèíû M íà âõîäå input. Åñëè ìàøèíà íèêîãäà íå çàêàí÷èâàåò ðàáîòó,
òî ïîëàãàåì çîíó áåñêîíå÷íîé. ß÷åéêà ñ÷èòàåòñÿ èñïîëüçîâà ííîé, åñëè
â íåé ïîáûâàëà ãîëîâêà.

� � � � �

� � � � � � � �

� � �

çîíà

Âûáîð ìàêñèìóìà â îïðåäåëåíèèè çîíû âìåñòî áîëåå åñòåñòâåí íîé
ìåðû � ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà èñïîëüçîâàííûõ ÿ÷ååê � çíà÷èò åëüíî
óïðîùàåò ðàñ÷åòû, íî ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íà ïîëó÷àå ìûõ îöåí-
êàõ. Â òî æå âðåìÿ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì èñêëþ÷åíèå âõîä íûõ ëåíò
èç ïîäñ÷åòà. Îíî ïîçâîëÿåò àäåêâàòíî îöåíèâàòü ìàëûå çàòðà òû ïàìÿ-
òè, êîãäà âû÷èñëåíèå òðåáóåò ðàáî÷èõ ÿ÷ååê ìåíüøå, ÷åì äëèí à âõîäíîãî
ñëîâà.

Ïðîáëåìà ñ îïðåäåëåíèåì çîíû: èç îïðåäåëåíèÿ íåïîíÿòíî, êàê
àëãîðèòìè÷åñêè ïðîâåðÿòü óñëîâèå � SM (input ) < s � (ýòî áûëî îäíèì èç

17
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18 Ãëàâà 2. Âðåìÿ è ïàìÿòü.

æåëàííûõ ñâîéñòâ îïðåäåëåíèÿ ìåðû ñëîæíîñòè). Íà ñàìîì äåë å òàêîé
àëãîðèòì ñóùåñòâóåò. Îí îñíîâàí íà ñëåäóþùåé îöåíêå:

Òåîðåìà 2.1 Ïî îïèñàíèþ ìàøèíû Òüþðèíãà M ìîæíî âû÷èñëèòü
êîíñòàíòó C òàêóþ, ÷òî åñëè ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ M íà íåêîòîðîì
âõîäå çàêàí÷èâàåòñÿ çàt øàãîâ ñ çîíîé s, òî

s � t � nk0 Cs;

ãäån � ìàêñèìóì äëèí âõîäíûõ ñëîâ, k0 � ÷èñëî âõîäíûõ ëåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâîå íåðàâåíñòâî: çà îäèí øàã íà ðàáî÷åé ëåíòå ðàñ-
õîäóåòñÿ íå áîëåå îäíîé ÿ÷åéêè.

Äîêàæåì ïðàâîå íåðàâåíñòâî. Äëÿ äàííîãî âû÷èñëåíèÿ îïðåäå ëèì
ïîíÿòèå êîíôèãóðàöèè â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè: ýòî ñîñòîÿíè å, ñîäåð-
æèìîå âñåõ ëåíò è ïîëîæåíèå âñåõ ãîëîâîê (îòíîñèòåëüíî ëåâî é ãðàíèöû
áëîêà èñïîëüçîâàííûõ íà äàííîé ëåíòå ÿ÷ååê). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè â
äâà ðàçíûõ ìîìåíòà âðåìåíè ìãíîâåííûå êîíôèãóðàöèè ñîâïàä àþò, òî
âû÷èñëåíèå çàöèêëèëîñü è íèêîãäà íå çàêîí÷èòñÿ. Çíà÷èò, äë ÿ íàøåãî
(çàêàí÷èâàþùåãîñÿ) âû÷èñëåíèÿ âñå êîíôèãóðàöèè ðàçëè÷íû . Åñëè çîíà
âû÷èñëåíèÿ åñòü s, âõîä ôèêñèðîâàí, òî ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ êîíôè-
ãóðàöèé íå áîëåå, ÷åì

jQj � j � j(k� k0 )s � (n + 2) k0 � sk� k0 � nk0 Cs:

ÇäåñüjQj � êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé, j� j � êîëè÷åñòâî áóêâ â ëåíòî÷íîì
àëôàâèòå, k � îáùåå êîëè÷åñòâî ëåíò. Ñîìíîæèòåëü j� j(k� k0 )s îöåíèâàåò
ñâåðõó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ çàïîëíåíèÿ ëåíò áóêâàìè à ëôàâèòà
j� j, à ïðîèçâåäåíèå (n + 2) k0 � sk� k0 � êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ðàñïîëîæå-
íèé ãîëîâîê.

×èñëî øàãîâ t íå áîëüøå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé, ò.å. îöå-
íèâàåòñÿ ñâåðõó ýòîé æå âåëè÷èíîénk0 Cs.

Àëãîðèòì ïðîâåðêè óñëîâèÿ � SM (input ) < s �:

1. Ïî M; input; s âû÷èñëÿåì T = nk0 Cs è ìîäåëèðóåì âû÷èñëåíèå
M (input ) íà T øàãîâ.

2. Åñëè îíî çàêîí÷èëîñü è ôàêòè÷åñêàÿ çîíà îêàçàëàñü ìåíüøå s, òî
âîçâðàùàåì true ; èíà÷å � false .
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2.2. Öåíà ñîêðàùåíèÿ àëôàâèòà. 19

2.2 Öåíà ñîêðàùåíèÿ àëôàâèòà.

Òåîðåìà 2.2 Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè òèïà

(f 0; 1g� )k0 ! (f 0; 1g� ) l0

äîñòàòî÷íî ëåíòî÷íîãî àëôàâèòà f 0; 1; # ; b; eg. Ïðè ïåðåõîäå ê òàêîìó
àëôàâèòó çîíà è âðåìÿ èçìåíÿþòñÿ ëèíåéíî. (Áóêâû b è e èñïîëü çóþò-
ñÿ òîëüêî êàê îãðàíè÷èòåëè íà âõîäíûõ ëåíòàõ.)

Çàìå÷àíèå. Ïðè ïðÿìîé êîíñòðóêöèè äîáàâèòñÿ l0 ðàáî÷èõ ëåíò
(âûõîäíûõ). Åñëè íå äîáàâëÿòü, òî âðåìÿ ìîæåò âîçðàñòè íå áî ëåå, ÷åì
êâàäðàòè÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîé
ðàáî÷åé ëåíòû. Ïóñòü èñõîäíàÿ ìàøèíà óæå ìîäèôèöèðîâàíà òà ê, ÷òî
íà ðàáî÷åé ëåíòå îíà íå îñòàâëÿåò "ïóñòûìè"(ò.å. #) ÿ÷åéêè, â êîòî-
ðûõ áûâàëà. (Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ íîâîé áóêâ û * �
äâîéíèêà äëÿ #.)

Ôèêñèðóåì ïîäõîäÿùåå ÷èñëî m � log2 j� j òàê, ÷òîáû êàæäóþ áóêâó
ëåíòî÷íîãî àëôàâèòà � ìîæíî áûëî îäíîçíà÷íî çàêîäèðîâàòü áëîêîì èç
m áèò. Ôèêñèðóåì òàêîå êîäèðîâàíèå. Åãî óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå
áèíàðíîãî äåðåâà D ãëóáèíû m: ïóòè èç êîðíÿ ê ëèñòüÿì � êîäû; íà
ëèñòå � ñîîòâåòñòâóþùàÿ áóêâà àëôàâèòà � .

� � �*0
� �*0 a0

H Hj1 a1
H H Hj1 � �*0 a2

H Hj1 a3

Êàæäîé ëåíòî÷íîé (áåç ñîñòîÿíèÿ) êîíôèãóðàöèè èñõîäíîé ìà øèíû
ñîïîñòàâèì ëåíòî÷íóþ êîíôèãóðàöèþ íîâîé ìàøèíû, çàìåíèâ í à ðàáî-
÷åé ëåíòå áóêâû àëôàâèòà � êðîìå # íà èõ êîäû (ãîëîâêè â íà÷àëàõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêîâ). Çîíà âîçðàñòåò â m ðàç.

: : : a5 : : :
4

7�!
: : : 10010 : : :

4

Êàæäûé øàã èñõîäíîé ìàøèíû áóäåò ìîäåëèðîâàòüñÿ 2m øàãàìè
(èçìåíåíèå áóêâû ai íà aj ) è åùå m øàãîâ ïîòðåáóåòñÿ äëÿ ïåðåìåùå-
íèÿ ãîëîâêè ê ñîñåäíåìó áëîêó (åñëè íåîáõîäèìî). Îñíîâíîå ñ îñòîÿíèå
ìîäåëèðóþùåé ìàøèíû ñîñòîèò èç
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20 Ãëàâà 2. Âðåìÿ è ïàìÿòü.

1. ñîñòîÿíèÿ èñõîäíîé ìàøèíû,

2. ïåðåìåííîé äëÿ õðàíåíèÿ îäíîãî ñèìâîëà 2 f N; L; R g,

3. ïåðåìåííîé-ñ÷åò÷èêà äëÿ õðàíåíèÿ îäíîãî èç ÷èñåë
0; : : : ; m � 1,

4. ïîìåòêè "read", "write"èëè "go",

5. áèíàðíîãî äåðåâà D c âûäåëåíîé âåðøèíîé. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ìîäåëèðîâàíèÿ øàãà âûäåëåí êîðåíü, à ïîìåòêà åñòü "read".

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ñîñòîÿíèé êîíå÷íî è íå çàâèñèò îò âõîäà.
Ýòàï "read". Ïåðâûå m øàãîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ãî-

ëîâêà ñêàíèðóåò êîä áóêâû ñëåâà íàïðàâî, à â ñîñòîÿíèè ìåíÿå òñÿ òîëü-
êî âûäåëåííàÿ âåðøèíà äåðåâà D � îíà ïåðåìåùàåòñÿ ïî ïóòè, ñîîò-
âåòñòâóþùåìó ñ÷èòûâàåìîìó êîäó. Êîãäà îíà äîñòèãíåò ëèñòà , íà íåì
áóäåò íàïèñàíà èçìåíÿåìàÿ áóêâà ai . Òîãäà ïîìåòêà "read"ìåíÿåòñÿ íà
"write"è âûäåëåííîé âåðøèíîé ñòàíîâèòñÿ ëèñò ñ áóêâîé aj . Â ýòîò ìî-
ìåíò ìåíÿåì õðàíèìîå ñîñòîÿíèå èñõîäíîé ìàøèíû è (åñëè íåîá õîäèìî)
ïðîèçâîäèì ïåðåìåùåíèå ãîëîâîê íà âõîäíûõ ëåíòàõ òàê, êàê ý òî äåëà-
ëà ìîäåëèðóåìàÿ ìàøèíà. Òàêæå îïðåäåëÿåì è çàïîìèíàåì òðåá óåìîå
íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ãîëîâêè íà ðàáî÷åé ëåíòå.

Ýòàï "write". Ñëåäóþùèå m øàãîâ ãîëîâêà äâèæåòñÿ ïî áëîêó â îá-
ðàòíîì íàïðàâëåíèè (íàëåâî), à âûäåëåííàÿ âåðøèíà � ê êîðíþ äåðå-
âà D. Ïðè ýòîì ïóòü, ïðîõîäèìûé âûäåëåííîé âåðøèíîé, îïðåäåëÿå ò
áèòû êîäà áóêâû aj (ñïðàâà íàëåâî) è îíè ïèøóòñÿ â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ÿ÷åéêè áëîêà. Êîãäà âûäåëåííàÿ âåðøèíà äîñòèãàåò êîðíÿ , ïîìåòêà
"write"ìåíÿåòñÿ íà "go".

Ýòàï "go". Åñëè çàïîìíåí ñèìâîë äâèæåíèÿ L èëè R, òî ïåðåìåùàåì
ãîëîâêó íà m ïîçèöèé â ñîîòâåòñòâóþùåì íàïðàâëåíèè, îòñ÷èòûâàÿ èõ
ñ ïîìîøüþ ñ÷åò÷èêà. Â êîíöå ìåíÿåì ïîìåòêó "go"íà "read"è ïå ðåõîäèì
ê ìîäåëèðîâàíèþ ñëåäóþùåãî øàãà. Åñëè çàïîìíåí ñèìâîë N , òî ïðîñòî
ìåíÿåì ïîìåòêó.

Çàìåòèì, ÷òî î÷åðåäíîå ñîñòîÿíèå âñåãäà åñòü ôóíêöèÿ îò ïðå äûäó-
ùåãî è î÷åðåäíîé ñ÷èòàííîé áóêâû, êàê òîãî è òðåáóåò ôîðìàëè çì.

Îòäåëüíûå óñèëèÿ òðåáóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìà øèíû
íà ãðàíèöå ðàáî÷åé çîíû � êîãäà ãîëîâêà ìîäåëèðóþùåé ìàøèíû â íà-
÷àëå øàãà íàõîäèòñÿ â ÿ÷åéêå ñ áóêâîé #. Òîãäà òåêóùèé è áëèæàéøèå
âïðàâî m � 1 ñèìâîëîâ # (îíè îáÿçàòåëüíî áóäóò òàêèìè!) íàäî çàìå-
íèòü íà êîä áóêâû # (ïîíàäîáÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ) , à òîëüêî
ïîòîì âûïîëíÿòü îñíîâíîé øàã.



Le
ct

ur
e 

N
ot

es
, d

ra
ft

C
O

M
PL

EX
IT

Y

V.
 K

ru
ps

ki
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Òàê ïîñòðîåííàÿ ìîäåëèðóþùàÿ ìàøèíà äåëàåò òî æå, ÷òî è èñõî ä-
íàÿ, íî âûäàåò îòâåò â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäîâ áóêâ 0 è 1. Äëÿ äå-
êîäèðîâàíèÿ äîáàâëÿåì îäíó äîïîëíèòåëüíóþ âûõîäíóþ ëåíòó è â êîí-
öå ïåðåïèñûâàåì íà íåå ðåçóëüòàò, äåêîäèðóÿ â ïðîöåññå ïåðå ïèñûâàíèÿ.
Âðåìÿ íà ýòî � m � (äëèíà ðåçóëüòàòà), ÷òî íå ïðåâîñõîäèò

m � (âðåìÿ èñõîäíîãî âû÷èñëåíèÿ ):

2.3 Öåíà ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà ëåíò.

Çàìå÷àíèå. Îäíà âõîäíàÿ è îäíà âûõîäíàÿ ëåíòû (ðàáî÷èõ � ìíîãî)
ìîäåëèðóåò îáùèé ñëó÷àé çà ñ÷åò ââåäåíèÿ áóêâû-ðàçäåëèòåëÿ. Öåíà �
âðåìÿ íà ïåðåïèñûâàíèå âõîäà ñ îäíîé ëåíòû íà ìíîãî è àíàëîãè ÷íîãî
ïåðåïèñûâàíèÿ ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 2.3 Ìíîãî ðàáî÷èõ ëåíò ìîäåëèðóþòñÿ îäíîé ñ êâàäðàòè÷-
íûì çàìåäëåíèåì ïî âðåìåíè. Çîíà ìåíÿåòñÿ ëèíåéíî. Åñëè ëåí òî÷íûé
àëôàâèò áûë íå îäíîáóêâåííûì, òî åãî óäàåòñÿ ñîõðàíèòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Íàáðîñîê.) Ïàðà ðàáî÷èõ ëåíò

: : : a : : : b : : : 1-àÿ ëåíòà
4

: : : c : : : d : : : 2-àÿ ëåíòà
4

ìîäåëèðóåòñÿ îäíîé òàê:

: : : a 1 c 0 : : : b 0 d 1 : : :
1-àÿ 2-àÿ 1-àÿ 2-àÿ

Îäíîé ÿ÷åéêå íà èñõîäíîé ëåíòå ñîîòâåòñòâóþò äâå ñîñåäíèå ÿ ÷åéêè íà
ìîäåëèðóþùåé. Ëåâàÿ ñîäåðæèò òó æå áóêâó, à ïðàâàÿ (0 èëè 1) � ïðè-
çíàê òîãî, ÷òî îäíà èç ãîëîâîê èñõîäíîé ìàøèíû îáîçðåâàåò ìî äåëèðó-
åìóþ ÿ÷åéêó. Òàêèå ïàðû ÷åðåäóþòñÿ, ò.å. ñîñåäíèì ÿ÷åéêàì íà îäíîé
èç èñõîäíûõ ëåíò ñîîòâåòñòâóþò ïàðû, ðàñïîëîæåííûå íà ðàññ òîÿíèè 2.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çîíà âîçðàñòàåò â äâà ðàçà.
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22 Ãëàâà 2. Âðåìÿ è ïàìÿòü.

Îäèí øàã èñõîäíîé ìàøèíû ìîäåëèðóåòñÿ äâîéíûì ïðîõîäîì ïî â ñåé
ðàáî÷åé çîíå ìîäåëèðóþùåé ëåíòû. Ïðè äâèæåíèè ñïðàâà íàëåâ î îïðå-
äåëÿþòñÿ áóêâû, îáîçðåâàåìûå èñõîäíîé ìàøèíîé, à ïðè äâèæå íèè â
îáðàòíóþ ñòîðîíó èìèòèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå èçìåíåíèÿ (çàìå íà áóêâ
è ïåðåìåùåíèå ãîëîâîê). Ìîäåëèðóþùåå ñîñòîÿíèå ïîääåðæèâ àåò ñ÷åò-
÷èê äëÿ õðàíåíèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ íà 4 âåëè÷èíû òåêóùåãî ñì åùåíèÿ
ãîëîâêè, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, ê êàêîé èç ìîäåëèðóåìûõ ëåíò îò-
íîñèòñÿ îáîçðåâàåìàÿ ÿ÷åéêà. Ïðè ýòîì â êàæäîé ÿ÷åéêå ðàáî÷ åé çîíû
ãîëîâêà ìîäåëèðóþùåé ìàøèíû áûâàåò íå áîëåå ôèêñèðîâàííîã î ÷èñëà
(c) ðàç, ïîýòîìó âðåìÿ ðàáîòû ìîäåëèðóþùåé ìàøèíû íå ïðåâîñõî äèò
c� 2S � T, ãäåT � âðåìÿ, à S - çîíà èñõîäíîãî âû÷èñëåíèÿ. Ò.ê. S � T, òî
ýòî ìîäåëèðîâàíèå ïðèâîäèò ê êâàäðàòè÷íîìó çàìåäëåíèþ.

Çàìå÷àíèå. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè íàäî èçáàâëÿòüñÿ íå òîëüêî îò ìíî-
ãèõ ðàáî÷èõ ëåíò, íî è îò âõîäíîé ëåíòû, ò.å. ìîäåëèðîâàòü âû÷ èñëåíèÿ
ôóíêöèè òèïà f 0; 1g� ! f 0; 1g� íà îäíîëåíòî÷íîé ìàøèíå? Ïóñòü ìîäå-
ëèðóåìàÿ ìàøèíà óæå äâóõëåíòî÷íàÿ, îäíà èç êîòîðûõ � âõîäíà ÿ. Íàäî
äîáàâèòü 2 ìîäóëÿ: îäèí áóäåò ïåðåïèñûâàòü âõîäíîå ñëîâî "ð àçðÿæåí-
íî",

# c1 c1 : : :
4

â
# 1 # 1 c1 0 # 0 c2 0 # 0 : : :
1-àÿ 2-àÿ 1-àÿ 2-àÿ 1-àÿ 2-àÿ

;

à âòîðîé � âûïîëíÿòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ðåçóëüòàòîì . Âñå îñòàëü-
íîå ìîäåëèðîâàíèå ñîõðàíÿåòñÿ. Äîáàâëåíèå òðåáóåò ïîëèíî ìèàëüíîãî
âðåìåíè è ëèíåéíîé çîíû (îò äëèíû âõîäà è ðåçóëüòàòà).

Èòîã: Êàæäóþ âû÷èñëèìóþ íà ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíå ôóíêöèþ
òèïà (f 0; 1g� )k0 ! f 0; 1g� ìîæíî âû÷èñëèòü íà ìàøèíå ñ åäèíñòâåííîé
ðàáî÷åé ëåíòîé è ëåíòî÷íûì àëôàâèòîì f 0; 1g ñ ïîëèíîìèàëüíûì çàìåä-
ëåíèåì ïî âðåìåíè è ëèíåéíûì óâåëè÷åíèåì çîíû . Äëÿ ôóíêöèé òèïà
f 0; 1g� ! f 0; 1g� ìîäåëèðóþùàÿ ìàøèíà ìîæåò áûòü âûáðàíà îäíîëåí-
òî÷íîé (ò.å. è áåç âõîäíûõ ëåíò òîæå) ñ òåìè æå îöåíêàìè âðåìåí è è
ïàìÿòè, åñëè èñõîäíîå âû÷èñëåíèå ïî êðàéíåé ìåðå ÷èòàåò âñå âõîä-
íîå ñëîâî (äëÿ òîãî, ÷òîáû âêëàä äîïîëíèòåëíûõ ìîäóëåé íå ïð åâûøàë
îñòàëüíîãî, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âðåìÿ è çîíà èñõîäíîãî âû÷èñ ëåíèÿ îöå-
íèâàëèñü ñíèçó ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò äëèíû âõîäà).

Êîíå÷íî, àíàëîãè÷íûå ôàêòû ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïðîèçâîëüíîã î àë-
ôàâèòà ìîùíîñòè > 1, à òàêæå äëÿ âåêòîð-ôóíêöèé ñ ðàçìåðíîñòüþ
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2.3. Öåíà ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà ëåíò. 23

çíà÷åíèé l0 � 1, åñëè ðàçäåëèòü ôóíêöèè ðàáî÷åé è âûõîäíûõ ëåíò (íà-
ïðèìåð, ðàçðåøèòü íà âûõîäíîé ëåíòå òîëüêî ïèñàòü ñ îäíîâðå ìåííûì
ñäâèãîì ãîëîâêè âïðàâî).
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24 Ãëàâà 2. Âðåìÿ è ïàìÿòü.
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Ãëàâà 3

Óíèâåðñàëüíûå ìàøèíû
Òüþðèíãà.

3.1 Ìàøèíà Òüþðèíãà, óíèâåðñàëüíàÿ äëÿ êëàñ-
ñà C.

Ïóñòü ôèêñèðîâàí ëåíòî÷íûé àëôàâèò � � f 0; 1g, íàáîðû âõîäíûõ, ðà-
áî÷èõ è âûõîäíûõ ëåíò. Óñòðîèì êîäèðîâàíèå êëàññà Câñåõ òàêèõ ìàøèí
Òüþðèíãà ñëîâàìè â àëôàâèòå f 0; 1g:

1. Ñîñòîÿíèÿ óñëîâèìñÿ çàïèñûâàòü äâîè÷íûìè çàïèñÿìè èõ íî ìå-
ðîâ, âçÿòûìè â êàâû÷êàõ: `101' åñòü q5. Ïóñòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
âñåãäà èìååò íîìåð 1, à çàêëþ÷èòåëüíîå � 0.

2. Ìàøèíó Òüþðèíãà ñíà÷àëà çàïèøåì â âèäå ïðîãðàììû, ñîñòîÿ ùåé
èç êîìàíä âèäà

q�a 7! q0�a0D;

Ïðîãðàììà îêàçûâàåòñÿ ñëîâîì â ôèêñèðîâàííîì àëôàâèòå ïðî -
ãðàìì.

3. Ôèêñèðóåì îäíîçíà÷íîå êîäèðîâàíèå áóêâ àëôàâèòà ïðîãðà ìì äâî-
è÷íûìè ñëîâàìè ôèêñèðîâàííîé äëèíû è ïðèìåíèì ýòî êîäèðîâà -
íèå ê ïðîãðàììå ìàøèíû Òüþðèíãà M 2 C. Òàê îïðåäåëÿåòñÿ êîä
ìàøèíû Code(M ).

Îïðåäåëåíèå 3.1 Óíèâåðñàëüíîé äëÿ êëàññà Cíàçûâàåòñÿ ìàøèíà Òüþ-
ðèíãà U ñ äîïîëíèòåëüíîé âõîäíîé ëåíòîé òàêàÿ, ÷òî

U(Code(M ); input ) ' M (input ) (3.1)

25



Le
ct

ur
e 

N
ot

es
, d

ra
ft

C
O

M
PL

EX
IT

Y

V.
 K

ru
ps

ki

26 Ãëàâà 3. Óíèâåðñàëüíûå ìàøèíû Òüþðèíãà.

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ M 2 C è âñåõ âõîäîâ input 2 (� � )k0 .

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå (3.1) îçíà÷àåò, ÷òî îáà âû÷èñëåíèÿ U(Code(M ); input )
è M (input ) ëèáî çàöèêëèâàþòñÿ, ëèáî äàþò îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò. Èñ-
ïîëüçîâàííûé â îïðåäåëåíèè ñèìâîë ' åñòü òàê íàçûâàåìîå óñëîâíîå
ðàâåíñòâî. Ýòî òðàäèöèîííûé çàìåíèòåëü îáû÷íîãî îòíîøåíè ÿ ðàâåí-
ñòâà, êîãäà ïðèõîäèòñÿ ñðàâíèâàòü âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîãó ò îêàçàòüñÿ
íåîïðåäåëåííûìè. Óòâåðæäåíèå a ' b ñ÷èòàåòñÿ èñòèííûì â äâóõ ñëó-
÷àÿõ: êîãäà îáà âûðàæåíèÿ a è b îïðåäåëåíû è ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ëèáî
êîãäà îíè îáà íå îïðåäåëåíû. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ óòâåð æäåíèå
ñ÷èòàåòñÿ ëîæíûì. Îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ðàâåíñòâà ñîñòîèò â ò îì, ÷òî
êîãäà õîòÿ áû îäíî èç âûðàæåíèé a èëè b íå îïðåäåëåíî, âûðàæåíèå
a = b íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì óòâåðæäåíèåì è íå ìîæåò áûòü íè èñòèí -
íûì, íè ëîæíûì. Íàïðîòèâ, a ' b âñåãäà åñòü êîððåêòíîå óòâåðæäåíèå.

3.2 Êîíñòðóêöèÿ óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû.

Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû íåìåäëåííî ñëåäó åò èç òå-
çèñà Òüþðèíãà. Ïî êîäó ìàøèíû ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè âîññòàí îâèòü
ñàìó ìàøèíó è ïðèìåíèòü åå ê äàííîìó âõîäó, ò.å. ôóíêöèÿ, êîòî ðóþ
äîëæíà âû÷èñëÿòü U, âû÷èñëèìà. Çíà÷èò, åå ìîæíî âû÷èñëèòü íà ìà-
øèíå Òüþðèíãà.

Íåòðóäíî ÿâíî ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíóþ ìàøèíó U â òîì æå àëôà-
âèòå ñ îäíîé äîïîëíèòåëüíîé ðàáî÷åé ëåíòîé , äëÿ êîòîðîé âðåìÿ âû-
÷èñëåíèÿ U(code(M ); input ) ëèøü â êîíñòàíòó ðàç áîëüøå âðåìåíè âû-
÷èñëåíèÿ M (input ) (ñàìà êîíñòàíòà çàâèñèò îò M ; çîíà ìîæåò âîçðàñòè
íå áîëåå, ÷åì íà àääèòèâíóþ êîíñòàíòó).

U :

ëåíòû ìàøèíû M :

input

ðàáî÷èå ëåíòû

äîï. ëåíòû:
Code(M )

ñîñòîÿíèå M

Íà äîïîëíèòåëüíîé ðàáî÷åé ëåíòå U õðàíèò äâîè÷íûé êîä òåêóùåãî ñî-
ñòîÿíèÿ ìîäåëèðóåìîé ìàøèíû M , à îñòàëüíûå ëåíòû (êðîìå äîïîëíè-
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òåëüíîé âõîäíîé) îíà èñïîëüçóåò òàê æå, êàê M . Èìèòàöèÿ îäíîãî øàãà
M : ìàøèíà U ÷èòàåò òåêóùåå ñîñòîÿíèå, èùåò â Code(M) òó êîìàíäó, êî-
òîðóþ íàäî âûïîëíèòü è âûïîëíÿåò (èçìåíåííîå ñîñòîÿíèå çàï èñûâàåòñÿ
íà ìåñòî ïðåäûäóùåãî). Íà âñå ýòî óõîäèò íå áîëåå (jCode(M )j + jQj) � c
øàãîâ.

Èçáàâèòüñÿ îò äîïîëíèòåëüíîé âõîäíîé ëåíòû (äëÿ Code(M )) ïîçâî-
ëÿåò ñëåäóþùåå êîäèðîâàíèå ïàð äâîè÷íûõ ñëîâ:

ha1 : : : an ; b1 : : : bm i := a1 : : : an01b1b1 : : : bm bm :

Êîä ìàøèíû M ìîæíî ïîäàâàòü íà âõîä, äîáàâëÿÿ åãî ê ñîäåðæèìî-
ìó ïåðâîé èç âõîäíûõ ëåíò â óäâîåííîì âèäå (ò.å. íà ëåíòó ïèøåò ñÿ
hinput ; Code(M )i ). Òîãäà â íà÷àëå ðàáîòû óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà ïåðå-
ïèñûâàåò íà äâå äîïîëíèòåëüíûå ðàáî÷èå ëåíòû input è Code(M ) ïî
îòäåëüíîñòè, à çàòåì ðàáîòàåò êàê óêàçàíî âûøå.

U :

hinput ; Code(M )i

ðàáî÷èå ëåíòû

äîï. ëåíòû:

ñîñòîÿíèå M

Èçáàâèòüñÿ îò äîïîëíèòåëüíûõ ðàáî÷èõ ëåíò ìîæíî ñ ïîìîùüþ ò åî-
ðåìû 2.3. Âñå ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà äë ÿ êëàññà
C áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü â ñàìîì êëàññå . Äëÿ êëàññà ñ îäíîé âõîäíîé
ëåíòîé îïðåäåëÿþùåå åå ðàâåíñòâî áóäåò âûãëÿäåòü

U(hinput ; Code(M )i ) ' M (input ); M 2 C; (3.2)

íî âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3 âîçðàñòåò êâàäð àòè÷íî, à
çîíà � ëèíåéíî. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2 Â êëàññåC ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ â ñìûñëå (3.2) ìà-
øèíà U äëÿ ýòîãî êëàññà. Äëÿ íåå

TU (hinput ; Code(M )i ) = O( (TM (input ))2 );
SU (hinput ; Code(M )i ) = O( SM (input ) ) :
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28 Ãëàâà 3. Óíèâåðñàëüíûå ìàøèíû Òüþðèíãà.

Çàìå÷àíèå. Âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæíî íåñêîëüêî óëó÷øèòü � äî
O(T logT) çà ñ÷åò òîãî, ÷òî äëèíà ñîäåðæèìîãî óñòðàíÿåìûõ ðàáî÷èõ
ëåíò â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ìàøèíû M îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé è
îñòàâøåéñÿ ãîëîâêå óäàåòñÿ òàñêàòü âñå ýòè äàííûå ïî ëåíòå ññîáîé.

3.3 Òåîðåìû îá èåðàðõèè ïî âðåìåíè è ïî çîíå.

Âîïðîñ. Êîãäà äîáàâî÷íûé ðåñóðñ â ñàìîì äåëå óâåëè÷èâàåò âû÷èñëè-
òåëüíûå âîçìîæíîñòè?

Ôèêñèðóåì êëàññ C. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îäíîé âõîäíîé è îäíîé
âûõîäíîé ëåíòû. Ïóñòü f � òîòàëüíàÿ íåóáûâàþùàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ âû-
÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ èç N â N . Îïðåäåëèì êëàññû T IME (f ) è SPACE(f )
êàê ñåìåéñòâà âñåõ ôóíêöèé òèïà � � ! f 0; 1g, âû÷èñëèìûõ íà ìàøèíàõ
èç êëàññàC ñ óñëîâèåì

TM (v) < f (jvj) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ jvj

èëè
SM (v) < f (jvj) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ jvj

ñîîòâåòñòâåííî.
Âîïðîñ óòî÷íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè óñëîâèÿ íà ïîðÿä-

êè ðîñòà ôóíêöèé f; g , äîñòàòî÷íûå äëÿ âûïîëíåíèÿ ñòðîãîãî âêëþ÷å-
íèÿ

T IME (f ) �
6=

T IME (g)

(ñîîòâ., SPACE(f ) �
6=

SPACE(g) ) :
(3.3)

Ðåçóëüòàòû, óñòàíàâëèâàþùèå òàêèå îöåíêè, íàçûâàþòñÿ òåîðåìàìè
îá èåðàðõèè.

Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ òåîðåì îá èåðàðõèè.
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êîíñòðóèðóåìîé ïî âðåìåíè (ïî çîíå), åñëè

ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà M , äëÿ êîòîðîé

TM (v) = f (jvj) ( ñîîòâ., SM (v) = f (jvj) ) :

Ïóñòü f êîíñòðóèðóåìà ïî âðåìåíè (èëè ïî çîíå) ìàøèíîé M 0. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ Uf óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû U. Ê ñîá-
ñòâåííûì ëåíòàì U â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ðàáî÷èõ äîáàâëåíû ëåí-
òû ìàøèíû M 0. Ñíà÷àëà âõîä êîïèðóåòñÿ íà áûâøóþ âõîäíóþ ëåíòó
M 0, ïîñëå ÷åãî îáå ìàøèíû M 0 è U (â ñîñòàâå îäíîé Uf ) çàïóñêàþòñÿ
ïàðàëëåëüíî.
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3.3. Òåîðåìû îá èåðàðõèè. 29

Uf :

ëåíòû U:
hinput ; Code(M )i

ëåíòû M 0:

Ìàøèíà M 0 ñëóæèò òàéìåðîì � êàê òîëüêî îíà îñòàíàâëèâàåòñÿ,
ïðåðûâàåì ðàáîòó U òîæå. Ïðè ýòîì ñèíõðîíèçèðóåì ðàáîòó ìàøèí U
è M 0 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû 1 øàã ìàøèíû M 0 ñîîòâåòñòâîâàë 1 øàãó
ìîäåëèðóåìîé ìàøèíû M , ò.å.U äåëàåò âñå øàãè, ìîäåëèðóþùèå 1 øàã
M , ïîñëå ÷åãî M 0 äåëàåò 1 øàã, è ò.ä. Ðåçóëüòàò ÷èòàåì ñ âûõîäíîé
ëåíòû U è ìåíÿåì íà ïðîòèâîïîëîæíûé: 0 íà 1, à âñå îñòàëüíîå � íà 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ

h(v) = Uf (hv; vi )

òîòàëüíà, âû÷èñëèìà, èìååò òèï � � ! f 0; 1g, íî íå ëåæèò â T IME (f )
(ñîîòâåòñòâåííî, â SPACE(f )). Â ñàìîì äåëå, åñëè áû h 2 T IME (f ),
òî äîáàâëåíèåì â ïðîãðàììó âû÷èñëÿþùåé åå ìàøèíû "ëèøíèõ"ê îìàíä
ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ TM (v) < f (jvj) (èëè àíàëîãè÷íîãî
äëÿ çîíû) óæå ïðè v = Code(M ). Íî òîãäà

h(Code(M )) = M (Code(M )) = U(hCode(M ); Code(M )i )
6= Uf (hCode(M ); Code(M )i )

ïî ïîñòðîåíèþ. Ïðîòèâîðå÷èå.
Îñòàåòñÿ íàéòè âåðõíþþ îöåíêó âðåìåíè (ñîîòâ., çîíû), äîñòà òî÷íóþ

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè h. Ðàññìîòðåííîå ðàíåå äîâîëüíî ãðóáîå ìîäå-
ëèðîâàíèå ïðèâîäèò ê îöåíêàì âèäà (f (n))C äëÿ âðåìåíè è C � f (n) äëÿ
ïàìÿòè (êîíñòàíòà C èçâëåêàåòñÿ èç êîíñòðóêöèè). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñòðîãèå âêëþ÷åíèÿ (3.3) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé g, ðàñòóùèõ
áûñòðåå ýòèõ îöåíîê. Áîëåå òî÷íûå îöåíêè ñëåäóþùèå:

Òåîðåìà 3.3 Äëÿ âûïîëíåíèÿ (3.3) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ g óäî-
âëåòâîðÿëà óñëîâèþ

f (n) log2 f (n)
g(n)

= o(1) (äëÿ âðåìåíè)
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30 Ãëàâà 3. Óíèâåðñàëüíûå ìàøèíû Òüþðèíãà.

èëè
f (n)
g(n)

= o(1) (äëÿ ïàìÿòè) ;

ïðè÷åì ôóíêöèÿ f (n) � n äîëæíà áûòü êîíñòðóèðóåìîé.

Íåïîñðåäñòâåííûì ïðîãðàììèðîâàíèåì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ç àäàâà-
åìûå ïðîñòûìè ôîðìóëàìè àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè � êîíñòðóè ðóåìû,
ïîýòîìó

T IME (n) �
6=

T IME (n2) �
6=

T IME (n3) �
6=

: : :

�
6=

T IME (2n ) �
6=

T IME (3n ) �
6=

: : : ;

SPACE(n) �
6=

SPACE(2 � n) �
6=

: : :

�
6=

SPACE(n2) �
6=

: : : �
6=

SPACE(2n ) �
6=

: : : :
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Ãëàâà 4

Ìîäåëèðîâàíèå äðóãèõ
ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

4.1 Ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ äðóãèõ ÿçûêîâ ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ìàøèíàìè Òüþðèíãà.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ PrL ïðîãðàììû è âîç-
ìîæíûå âõîäíûå/âûõîäíûå äàííûå óäàåòñÿ ïðåäñòàâèòü ñëîâà ìè íåêî-
òîðîãî êîíå÷íîãî (ì.á. äîñòàòî÷íî áîëüøîãî) àëôàâèòà. Åñòå ñòâåííî òàê-
æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

program; input 7! output

îêàæåòñÿ âû÷èñëèìîé ñëîâàðíîé ôóíêöèåé. Òîãäà ïî òåçèñó Òü þðèí-
ãà íàéäåòñÿ ìàøèíà Òüþðèíãà UPrL , âû÷èñëÿþùàÿ ýòî îòîáðàæåíèå.
Îíà áóäåò óíèâåðñàëüíîé äëÿ ÿçûêà PrL , ò.å. UPrL (input; program ) '
program(input ).

UPrL :

input

program

ðàáî÷èå ëåíòû

Ïîñòðîåíèå óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû, ðàñøèðåííîé áëîêîì çàïè ñè íà
åå "ïðîãðàììíóþ"âõîäíóþ ëåíòó èñõîäíîé PrL -ïðîãðàììû, ôàêòè÷åñêè
åñòü êîìïèëÿöèÿ PrL â ÿçûê ìàøèí Òüþðèíãà.

31
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32 Ãëàâà 4. Ìîäåëèðîâàíèå äðóãèõ ÿçûêîâ.

4.2 Ìîäåëèðîâàíèå RAM.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé âàðèàíò ÿçûêà BAS IC (ìî-
äåëè âû÷èñëåíèé òàêîãî ðîäà íàçûâàþòñÿ RAM, Random Access M ashines,
èëè ìàøèíàìè ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåãèñòðàìè).

� Ïðîãðàììà îïåðèðóåò ñ êîíå÷íûì íàáîðîì ïåðåìåííûõ V0, V1, : : :
òèïà int (äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, ðàçðÿäíîñòü çàðàíåå íå îã ðàíè-
÷åíà). Âõîä è âûõîä çàïèñûâàåòñÿ â íåñêîëüêî ïåðâûõ ïåðåìåí íûõ.

� Êîìàíäû ïðîãðàììû ïðîíóìåðîâàíû è âûïîëíÿþòñÿ â ïîðÿäêå íó -
ìåðàöèè. Â ÿçûêå äâà âèäà êîìàíä � ïðèñâàèâàíèå (íàïð., 33:V5<-V3+V1)
è óñëîâíûé ïåðåõîä (íàïð., 125:if V5<0 goto 7 ).

Äëÿ óäîáñòâà îáðàáîòêè òåêñòà ïðîãðàììû ìàøèíîé Òüþðèíãà â û-
áåðåì ñëåäóþùèé �òýãîâûé� âàðèàíò ñèíòàêñèñà:

ÏÐÈÑÂÀÈÂÀÍÈÅ:

<LET óíèêàëüíûé_íîìåð> <V íîìåð> âûðàæåíèå </LET>
âûðàæåíèå::= êîíñòàíòà

|<V íîìåð>
|<V íîìåð> op <V íîìåð>

op::= + | - | *

ÓÑËÎÂÍÛÉ ÏÅÐÅÕÎÄ:

<IF óíèêàëüíûé_íîìåð> <V íîìåð> íîìåð </IF>

êîìàíäà: åå çàïèñü:
33:V5<-V3+V1 <LET33><V5><V3>+<V1></LET>
125:if V5<0 goto 7 <IF125><V5>7</IF>

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà â êà÷åñòâå ñâî-
åé ÷àñòè èìååò �ìàòåìàòè÷åñêèé ïðîöåññîð� � íàáîð ëåíò è êîì ïîíåíò
ñîñòîÿíèé äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàöèé +,-,* , ðàáî÷óþ ëåíòó äëÿ õð àíåíèÿ
òåêóùèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â ôîðìàòå <V íîìåð> çíà÷åíèå </V> , à
òàêæå îòäåëüíóþ ðàáî÷óþ ëåíòó äëÿ õðàíåíèÿ óíèêàëüíîãî íîì åðà èñ-
ïîëíÿåìîé êîìàíäû. Èñïîëíåíèå î÷åðåäíîé êîìàíäû ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
åå òåêñòà íà âõîäíîé "ïðîãðàììíîé"ëåíòå, ïðîèçâåäåíèÿ ìàò . âû÷èñëå-
íèÿ, çàïèñè åãî ðåçóëüòàòà â ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåìåííóþ è í àõîæäå-
íèÿ íîìåðà ñëåäóþùåé êîìàíäû.
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4.2. Ìîäåëèðîâàíèå RAM. 33

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîãî øàãà îöå íèâà-
åòñÿ ïîëèíîìîì îò òåêóùåé çîíû, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü îöåí èâàåòñÿ
ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò s � ìàêñèìóìà äëèí äâîè÷íûõ çàïèñåé çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ (ìàêñèìóì � ïî âñåìó âû÷èñëåíèþ). Òàêèì îáðàçîì , äëÿ
ìîäåëèðóþùåé ìàøèíû

T IME = O(t � poly(s)) ; SPACE = O(s); (4.1)

ãäåt � êîëè÷åñòâî øàãîâ, à s � ìàêñèìóì äëèí äâîè÷íûõ çàïèñåé òåêó-
ùèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ìîäåëèðóåìîãî âû÷èñëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïðè äîáàâëåíèè â ÿçûê äðóãèõ ïðåäñòàâëÿåìûõ ñëîâà-
ìè òèïîâ äàííûõ è äîïîëíèòåëüíûõ âñòðîåííûõ îïåðàöèé (ïðè óñë îâèè
èõ âû÷èñëèìîñòè íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåì ÿ íà
ëèíåéíîé çîíå) ïîëó÷åííûå îöåíêè íå èçìåíÿòñÿ. Íåòðóäíî òà êæå ðåà-
ëèçîâàòü ýòèìè ñðåäñòâàìè óïðàâëÿþùèå êîíñòðóêöèè:

IF vi>=0 THEN ... ELSE ... FI Öåíà � äîïîëíèòåëüíûõ 2
øàãà.

FOR vi:= vj DOWNTO 0 DO ... DONEÖåíà: +2 øàãà ê êàæ-
äîé èòåðàöèè, íî ñàìî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé åñòü vj +1 è îöåí-
êà (4.1) ñîõðàíèòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà òåêóùåå çíà-
÷åíèå ïåðåìåííîé vj åñòüpoly(s) (ò.å. åãî äëèíà � O(log s)).

REPEAT ... UNTIL vi>= 0Öåíà: +1 øàã ê êàæäîé èòåðàöèè,
íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âðåìåíè íåîáõîäèì ÷åñòíûé ïîäñ÷åò
÷èñëà èòåðàöèé.

WHILE vi >= 0 DO ... DONEÖåíà: +2 øàãà ê êàæäîé èòåðà-
öèè íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âðåìåíè íåîáõîäèì ÷åñòíûé
ïîäñ÷åò ÷èñëà èòåðàöèé.

Çàìå÷àíèå. Íåêîòîðîå íåóäîáñòâî äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò îãðàíè÷åíèå, ñîñòîÿùåå â ôèêñèðîâàííîñòè (äëÿ äàííîé ïðîãðàì-
ìû) ÷èñëà èñïîëüçóåìûõ ïåðåìåííûõ. Åãî ëåãêî ïðåîäîëåòü äî áàâëåíè-
åì â ñèíòàêñèñ ññûëîê: <REF íîìåð > îçíà÷àåò ñîäåðæèìîå ïåðåìåíîé <V
íîìåð'> , ãäå íîìåð' åñòü ñîäåðæèìîå ïåðåìåííîé-óêàçàòåëÿ <V íîìåð> .
Ðàçðåøèì èñïîëüçîâàòü ññûëêè âñþäó, ãäå ìîãëè ñòîÿòü ïåðåì åííûå.
Íàïðèìåð, åñëè â ïåðåìåííîé V5 õðàíèëîñü ÷èñëî 31, òî êîìàíäà

25: REF5 <- 13
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34 Ãëàâà 4. Ìîäåëèðîâàíèå äðóãèõ ÿçûêîâ.

ïðèâîäèò ê ïðèñâàèâàíèþ V31 <- 13(åñëè æå çíà÷åíèåV5íå áûëî îïðå-
äåëåíî çàðàíåå, òî ïðîèñõîäèò îøèáêà). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå
òàêîãî ðàñøèðåíèÿ îöåíêè (4.1) ñîõðàíÿòñÿ, åñëè âçÿòü s = m � l , ãäåm
� êîëè÷åñòâî èñïîëüçîâàííûõ ïðîãðàììîé ïåðåìåííûõ (ïðÿìî è êîñâåí-
íî), à l � ìàêñèìóì äëèí äâîè÷íûõ çàïèñåé èõ òåêóùèõ çíà÷åíèé.

Ýòè îöåíêè îáû÷íî èñïîëüçóþò äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðóáûõ âåðõíèõ î öå-
íîê âðåìåíè, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ðåøåíèÿ òîé èëè èíîé çàäà÷è íà ìàøèíàõ
Òüþðèíãà. Âûáèðàþò ïîäõîäÿùèé ÿçûê PrL è ïðîãðàììèðóþò ñîîòâåò-
ñòâóþùèé àëãîðèòì íà íåì, îöåíèâàÿ ïîðÿäêè âåëè÷èí t, s. Äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ îöåíîê ñòàðàþòñÿ óëó÷øèòü îöåíêó (4.1) â ñ ëó÷àå
ìîäåëèðîâàíèÿ ñïåöèôè÷åñêîãî àëãîðèòìà.

4.3 Ìîäåëèðîâàíèå áóëåâûõ ñõåì.

Áóëåâû ñõåìû � ýòî áîëåå ïðîñòîé (íå óíèâåðñàëüíûé) ÿçûê ïðî ãðàììè-
ðîâàíèÿ òîãî æå ñîðòà. Îñíîâíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âî çìîæíûå
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ çäåñü áóëåâû, ò.å. 0 èëè 1. Îòñóòñòâóåò í óìåðàöèÿ
êîìàíä è óñëîâíûå ïåðåõîäû (íåò âîçìîæíîñòè îïåðèðîâàòü ñ à äðåñà-
ìè êîìàíä è ïåðåìåííûõ). Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåë üíîñòè
îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ

y <- <op> (x1,...,xk),

èñïîëíÿåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïðè ýòîì ôèêñèðîâàíà êîíå÷í àÿ ïîëíàÿ
ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé F (íàïðèìåð, f: ; _ ; ^g ) è <op>2 F . Âñå ïåðå-
ìåííûå, âñòðå÷àþùèåñÿ òîëüêî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îïåðàòîðîâ ïð èñâàèâà-
íèÿ, ñ÷èòàþòñÿ âõîäíûìè. Íåêîòîðûå èç ïåðåìåííûõ ñõåìû îáú ÿâëÿþò-
ñÿ âûõîäíûìè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ñõåìà âû÷èñëÿåò áóëåâó âåêòîð-
ôóíêöèþ f 0; 1gn ! f 0; 1gm .

Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ ñõåì � ïîìå÷åííûé îðèåíòèðîâ àííûé
ãðàô áåç öèêëîâ (DAG). Âåðøèíû-èñòî÷íèêè (áåç âõîäÿùèõ ðåá åð) ïî-
ìå÷åíû âõîäíûìè ïåðåìåíûìè, à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû � ñèìâî ëàìè
<op>2 F Ïðè ýòîì â âåðøèíó, ïîìå÷åííóþ n-ìåñòíîé îïðåðàöèåé, äîëæ-
íî âõîäèòü ðîâíî n ðåáåð. Íåêîòîðûå èç âåðøèí îòìå÷åíû êàê ñòîêè
(âûõîäíûå ïåðåìåííûå). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ï ðîãðàììàì,
â êîòîðûõ â ëåâûõ ÷àñòÿõ îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ ïåðåìåííû å íå ïî-
âòîðÿþòñÿ.
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4.3. Ìîäåëèðîâàíèå áóëåâûõ ñõåì. 35

Ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâîé ñõåìû XOR:

ïðîãðàììà DAG

y1 <- : x1
y2 <- : x2
y3 <- y1 ^ x2
y4 <- x1 ^ y2
y5 <- y3 _ y4

x1 x2

: :

^ ^

_

Â êà÷åñòâå âðåìåííîé ñëîæíîñòè áóëåâîé ñõåìû S èñïîëüçóþò ðàç-
ìåð ñõåìû size(S) � äëèíó ïðîãðàììû (ò.å. êîëè÷åñòâî îïåðàòîðîâ) â
ïåðâîì ñëó÷àå è êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ ñèìâîëàìè îïåðàöèé â åðøèí �
âî âòîðîì. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê âðåìåííîé ñëîæ íîñòè
ýòè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ "ýêâèâàëåíòíû"(â ïðîãðàììå ìîæíî ïå ðåèìåíî-
âàòü ïåðåìåííûå òàê, ÷òîáû èìåíà ïåðåìåííûõ â ëåâûõ ÷àñòÿõ î ïåðàòî-
ðîâ íå ïîâòîðÿëèñü, à ïðîãðàììà âû÷èñëÿëà òó æå ôóíêöèþ ñ òîé æå
âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ).

Ñõåìíîé ñëîæíîñòüþ ôóíêöèè f : f 0; 1gn ! f 0; 1gm íàçûâàåòñÿ

c(f ) = min f size(S) j S âû÷èñëÿåò f g:

Ýòà õàðàêòåðèñòèêà çàâèñèò îò âûáîðà ïîëíîé ñèñòåìû F , ò.å. c(f ) =
cF (f ), íî çàâèñèìîñòü íå î÷åíü ñóùåñòâåííà: ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé ïîë-
íîé ñèñòåìå ñõåìíàÿ ñëîæíîñòü ôóíêöèé ìåíÿåòñÿ íà ìíîæèòåë ü O(1).
Â äàëüíåéøåì ïîëíóþ ñèñòåìó F áóäåì ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííîé.

Óíèâåðñàëüíàÿ äëÿ ÿçûêà áóëåâûõ ñõåì ìàøèíà Òüþðèíãà ñòîèò ñÿ
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ RAM, íî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óïð îùåíè-
ÿìè (íåò íåîáõîäèìîñòè îòäåëüíî õðàíèòü íîìåð òåêóùåé êîìà íäû, íå
íàäî ìîäåëèðîâàòü IF ). Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû ìîäåëèðóþùåé ìàøèíû
Òüþðèíãà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò

T IME = O( (size(S))2 � logsize(S) ) : (4.2)

Îíà ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî (4.1). Ò.ê. êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ îãðàíè÷å-
íî ñâåðõó ðàçìåðîì ñõåìû, à íà õðàíåíèå îäíîé ïåðåìåííîé äîñ òàòî÷íî

logsize(S) + const

êëåòîê ëåíòû (íå áîëåå logsize(S) íà íîìåð ïåðåìåííîé è const íà áóëåâî
çíà÷åíèå è ðàçäåëèòåëè), òî äëÿ õðàíåíèÿ òåêóùèõ çíà÷åíèé ï åðåìåí-
íûõ óõîäèò s = size(S) � logsize(S) êëåòîê ëåíòû.
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36 Ãëàâà 4. Ìîäåëèðîâàíèå äðóãèõ ÿçûêîâ.

Ìîäåëèðîâàíèå èñïîëíåíèÿ îäíîãî îïåðàòîðà ñâîäèòñÿ ê ïîèñ êó çíà-
÷åíèé îïåðàíäîâ ( O(s) øàãîâ), âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè îïå-
ðàòîðà (áóëåâà îïåðàöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ çàO(1) øàãîâ) è çàïèñè ðåçóëüòà-
òà â ïåðåìåííóþ, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè îïåðàòîðà (åùå O(s) øàãîâ).
Ïåðåìåùåíèå ãîëîâêè íà "ïðîãðàììíîé"ëåíòå ê ñëåäóþùåìó îï åðàòîðó
äàåò íåçíà÷èòåëüíûé âêëàä O(log size(S)) øàãîâ. Èòîãî, íà îäèí îïå-
ðàòîð ìîäåëèðóåìîé ïðîãðàììû óõîäèò O(s) øàãîâ, à âñåãî îïåðàòîðîâ
size(S), ÷òî è äàåò òðåáóåìóþ îöåíêó.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå ëîãàðèôìè÷åñêèé ñîìíîæèòåëü â (4.2)
ìîæíî óáðàòü, îðãàíèçîâàâ õðàíåíèå çíà÷åíèé âñåõ ïåðåìåíí ûõ áåç èìåí
(íîìåðîâ). Ïîèñê çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé íîìåð i â ýòîì ñëó÷àå îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ âûáîðîì i -òîãî çíà÷åíèÿ îò íà÷àëà. Ýòîò æå ìåòîä ìîæåò áûòü
ïðèìåíåí â ñëó÷àå BASIC, íî íå ïðîõîäèò ïðè äîáàâëåíèè ññûëîê .
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×àñòü II

ÑËÎÆÍÎÑÒÍÛÅ
ÊËÀÑÑÛ.
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Ãëàâà 5

Êëàññ P.

5.1 Îïðåäåëåíèå êëàññà P.

Ôóíêöèÿ f � ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà , åñëè äëÿ íåêîòîðûõ c è n0 âûïîë-
íåíî

f (n) < n c ïðè n > n 0:

Âðåìÿ ðàáîòû ìàøèíû Òüþðèíãà M íà ñëîâàõ àëôàâèòà � (ïîäìíîæå-
ñòâî ëåíòî÷íîãî àëôàâèòà) ïîëèíîìèàëüíî , åñëè

TM (n) = max
jx j= n

TM (x); ãäåjx j = jx1j + : : : + jxk j;

åñòü ôóíêöèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà (â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ìàø èíà âñåãäà
îñòàíàâëèâàåòñÿ íà ñëîâàõ àëôàâèòà� ; ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü jx j =
max jx i j � ïîëó÷èòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå).

Îïðåäåëåíèå 5.1 Êëàññ P â øèðîêîì ñìûñëå ñîñòîèò èç âñåõ òî-
òàëüíûõ ôóíêöèé f : (� � )k ! (� � ) l , âû÷èñëèìûõ íà ìàøèíàõ Òüþðèí-
ãà ñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû. Êëàññ P â óçêîì (îñíîâíîì)
ñìûñëå, ñîñòîèò èç âñåõ ïðåäèêàòîâ L : � � ! f 0; 1g, âû÷èñëèìûõ íà
ìàøèíàõ Òüþðèíãà ñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû.

Çàìå÷àíèå. ×àñòî ïðåäèêàòû íà ìíîæåñòâå � � îòîæäåñòâëÿþò ñ èõ
îáëàñòÿìè èñòèííîñòè

f x 2 � � j L (x) = 1 g

è íàçûâàþò ôîðìàëüíûìè ÿçûêàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû êëàñ ñà P
(â óçêîì ñìûñëå) åñòü ÿçûêè, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå � x 2 L � ðàñïîçíàåòñÿ
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

39
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40 Ãëàâà 5. ÊëàññP.

Çàìå÷àíèå. Àëôàâèò � â ýòîì îïðåäåëåíèè íå ôèêñèðîâàí � â êëàññ
P âõîäÿò âñå òàêèå ôóíêöèè è ïðåäèêàòû äëÿ âñåâîçìîæíûõ êîíå÷ íûõ
àëôàâèòîâ:

P =
[

�

P� :

Â òî æå âðåìÿ äëÿ êàæäîãî àëôàâèòà � äâîè÷íîå êîäèðîâàíèå áóêâ ïî-
ðîæäàåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå P� 7! Pf 0;1g, ïîýòîìó Pf 0;1g ôàêòè÷åñêè
óæå ñîäåðæèò â ñåáå âñå ôóíêöèè è ïðåäèêàòû èçP.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèå êëàññà P â çíà÷èòåëüíîé ìåðå íå çàâèñèò
îò ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ. Åñëè ìîäåëü âû÷èñëåíèé äîïóñêàåò êîì ïèëÿöèþ
â ìàøèíû Òüþðèíãà è îáðàòíî ñ ïîëèíèìèàëüíûì çàìåäëåíèåì (à òàêî-
âû âñå ðåàëüíûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ), òî êëàññ P, îïðåäåëåííûé
ïîñðåäñòâîì ýòîé ìîäåëè ñîâïàäàåò ñ íàøèì. Â ÷àñòíîñòè, ñîâ åðøåííî
íåñóùåñòâåíåí âûáîð âàðèàíòà ìàøèí Òüþðèíãà (ñêîëüêî êàêè õ ëåíò,
ãîëîâîê è ò.ï.).

Çàìå÷àíèå. Èìååòñÿ óñòîé÷èâîå îáùåñòâåííîå ìíåíèå, ÷òî ïðåäè-
êàòû è ôóíêöèè íå èç P ðåàëüíî âû÷èñëÿòü ãîðàçäî òðóäíåå, ÷åì ïðå-
äèêàòû è ôóíêöèè êëàññà P. Ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è, êîòîðûå ëåæàò â
êëàññåP, íî òðåáóþò äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ âðåìåíè, îöåíèâàåìîãî ïîëè-
íîìîì áîëüøîé ñòåïåíè, âñòðå÷àþòñÿ êðàéíå ðåäêî. Îáû÷íî ïð èõîäèòñÿ
ñòàëêèâàòüñÿ ñ îäíîé èç äâóõ ðåàëèé: ëèáî çàäà÷à ðåøàåòñÿ çàâðåìÿ �
ïîëèíîì íåáîëüøîé ñòåïåíè ñ íå ñëèøêîì áîëüøèìè êîýôôèöèåí òàìè,
ëèáî îíà òðåáóåò ýêñïîíåíåöèàëüíîãî âðåìåíè, ïðè÷åì ðåçêè é ðîñò âðå-
ìåííûõ çàòðàò íà÷èííàåòñÿ óæå íà ìàëûõ äëèíàõ âõîäíûõ äàííû õ. Ýòè
ðàçëè÷èÿ íàãëÿäíî ïðîÿâëÿþòñÿ â ïðîöåññå ýêñïåðèìåíòà, ïî ýòîìó ôàêò
ïðèíàäëåæíîñòè çàäà÷è êëàññó P ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðîâàòü ðåàëüíîå
ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû.

5.2 Ïðèìåðû: öåëî÷èñëåííàÿ àðèôìåòèêà.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëà ïðåäñòàâëåíû â äâîè÷íîé çàïèñè. Òîãäà îï åðàöèè
+, -, *, div, mod (ðàáîòàþò �øêîëüíûå� àëãîðèòìû ), íîä(a,b) (à ëãîðèòì
Åâêëèäà: íîä (a; b) = íîä (b; a mod b) ) ïðèíàäëåæàò êëàññó P.

Çàìåòèì, ÷òî exp(x) = 2 x íå ïðèíàäëåæèò êëàññó P, ò.ê. äëèíà ðå-
çóëüòàòà óæå íå ïîëèíîìèàëüíà êàê ôóíêöèÿ îò äëèíû x (ò.å. îò log2 x).

Íàïðèìåð, äëÿ d = a div b è r = a mod b:

d:=0;
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5.2. Ïðèìåðû: öåëî÷èñëåííàÿ àðèôìåòèêà. 41

WHILE (a >= b) DO // (log a) èòåðàöèé
x:=1;

WHILE a-x*b >0 DO // (log a) èòåðàöèé.
z:=x; // Ïîäáèðàåì z -
x:=x*2; // íàèá. ñòåïåíü 2 òàêóþ,

DONE; // ÷òî a=z*b+y è y>=0

d:=d+z; a:=a-z*b;
DONE
r:=a.

Ïðåäñòàâèì ñåáå ðåàëèçàöèþ ýòîãî àëãîðèòìà íà îïèñàííîì âû øå
âàðèàíòå BASIC'à. Çäåñü 7 ïåðåìåííûõ, à â ðåàëèçàöèè áóäåò 7 + const.
Çäåñü 10 îïåðàòîðîâ, à â ðåàëèçàöèè áóäåò10 � const. Çäåñü äëèíû äâî-
è÷íûõ çàïèñåé òåêóùèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ íå áîëåå s = (log a +
logb) � const è òàì � òîæå. Çäåñü êàæäûé îïåðàòîð èñïîëíÿëñÿ íå áî-
ëåålog2 a ðàç è òàì � òîæå. Â èòîãå äëÿ ðåàëèçàöèè áóäåòt = C1 � log2 a,
à s = (log a+ log b) � C2. Ïî (4.1) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýòîãî
ìàøèíîé Òüþðèíãà âðåìÿ ðàáîòû îêàæåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïîëèí îìîì
îò n = log a + log b. Íî òàêîå çíà÷åíèå n è åñòü äëèíà âõîäíûõ äàííûõ,
îòêóäà div; mod 2 P.

Àëãîðèòì Åâêëèäà d=íîä(a,b) :

IF b>a THEN x:= a; a:= b; b:= a FI; //äåëàåì a>=b

WHILE b>0 DO
x:= a mod b; // (a,b):= (b, a mod b)
a:= b;
b:= x

DONE;
d:= a.

Íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîèçâåäåíèå ab óìåíüøàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå
â 2 ðàçà (ò.ê.a � b + ( a mod b) � 2 � (a mod b)), ïîýòîìó êîëè÷åñòâî
èòåðàöèé íå áîëüøå log2 ab= log 2 a + log 2 b, ò.å. äëèíû âõîäíûõ äàííûõ.
Äàëåå ïîâòîðÿåì òå æå ðàññóæäåíèÿ ïðî ìîäåëèðîâàíèå.
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42 Ãëàâà 5. ÊëàññP.

5.3 Ïðèìåðû: àðèôìåòèêà îñòàòêîâ.

Îïåðàöèè + , � â êîëüöàõ âû÷åòîâ ZZ m ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ çà ïðîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ öåëî÷èñëåííîé àðèôìåòèêè. Àëãîðèòì Åâêëè-
äà ïîçâîëÿåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïî a è m ðàñïîçíàòü îáðàòèìîñòü
ýëåìåíòà a â êîëüöå ZZ m (ïðîâåðÿåì óñëîâèå íîä (a; m) = 1 ). Áîëåå òîí-
êèå ôàêòû: ôóíêöèè f (x; n) = x � 1 â ZZ m (åñëè íå ñóùåñòâóåò, òî 0) è
exp(x; y; m) = xy mod m òàêæå ëåæàò â êëàññåP.

(xy mod m). Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïðè y = 2 k ýòî âûðàæåíèå ìîæ-
íî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ k èòåðàöèé îïåðàòîðà x:=x*x mod m. Îáùèé
ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ýòîìó ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ

y = 2 k1 + : : : + 2 kn ; k1 < : : : < k n ; n � kn � j yj:

Äîñòàòî÷íî ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà:

exp:=1; z:=1;
WHILE y>0 DO // áóäåò n èòåðàöèé

IF (y mod 2 =1) THEN
u:= (x^z) mod m; // z åñòü ñòåïåíü äâîéêè
exp:=exp*u

FI;
z:=z*2;
y:=y div 2

DONE.

f (x; n) = x � 1 â ZZ m . Åñëè x � îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà ZZ m , òî
(x; m) = 1 è äîñòàòî÷íî íàéòè ðàçëîæåíèå åäèíèöû �x + �m = 1 (òîãäà
x � 1 = � mod m ). Äëÿ ïîèñêà òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò ìîäèôèöè-
ðîâàòü àëãîðèòì Åâêëèäà (íîä (x; m)), ò.å. ðåàëèçàöèþ âûïîëíÿåìîãî â
öèêëå ïðèñâàèâàíèÿ

r := a mod b ;
(a,b) := (b, r) ;

Áóäåì õðàíèòü òåêóùèå êîìïîíåíòû ïàðû (a; b) â âèäå öåëî÷èñëåííûõ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èñõîäíûõ äàííûõ:

a = �x + �m; b = 
x + �m;

(â íà÷àëüíûé ìîìåíò � = � = 1 ; � = 
 = 0 ). Òîãäà

r = a � (a div b) � b;
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5.4. Ïðèìåðû: ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ìàòðèö. 43

÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñëåäóþùåé èòåðà-
öèè. Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó íà ïàðå ((x; m); 0) = (1 ; 0), ïîýòî-
ìó â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîñòðîåíî òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå åäèíè öû. Êàæ-
äàÿ èòåðàöèÿ óâåëè÷èòñÿ íà ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî øàãîâ, íî êî ëè÷åñòâî
èòåðàöèé íå èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó ñîõðàíèòñÿ ïðåæíÿÿ ïîëèíîì èàëüíàÿ
îöåíêà íà âðåìÿ ðàáîòû.

5.4 Ïðèìåðû: ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ìàòðèö.

Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ êâàäðàòíûìè (n � n) ìàòðèöàìè ñ ýëåìåíòà-
ìè èç êîëüöà ZZ 2m , ïðåäñòàâëåííûìè äâîè÷íûìè çàïèñÿìè ñ ëèäèðóþ-
ùèìè íóëÿìè äëèíû m = const. Íà âõîä ïîñòóïàþò ÷èñëî n è ýëåìåíòû
ìàòðèö A,B (çàïèñàííûå ïîäðÿä ÷åðåç ðàçäåëèòåëü). Äëèíà âõîäà åñòü
ïîëèíîì îò n, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü âû÷èñëåíèå, îãðàíè÷åííîå
ïî âðåìåíè äðóãèì ïîëèíîìîì îò n. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, óìíîæåíèå.

Òüþðèíãîâî âû÷èñëåíèå áóäåò ñîñòîÿòü â ìîäåëèðîâàíèè ñîîò âåò-
ñòâóþùåé ïðîãðàììû îáñóæäàâøåãîñÿ ðàíåå âàðèàíòà BASIC'à ñî ññûë-
êàìè. Ýòà ïðîãðàììà ïîëó÷àåò èñõîäíûå äàííûå â êà÷åñòâå íà÷ àëüíûõ
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ V0; : : : ; V (2n2) è äîëæíà çàïèñàòü ýëåìåíòû ïðî-
èçâåäåíèÿ ìàòðèö â ïåðåìåííûå V (2n2 +1) ; : : : ; V (3n2). (Ìîäåëèðóþùàÿ
ìàøèíà Òüþðèíãà äîëæíà ïðîäåëàòü èíèöèàëèçàöèþ ïåðåìåííû õ è â
êîíöå ïåðåïèñàòü ðåçóëüòàò íà âûõîäíóþ ëåíòó; î÷åâèäíóþ ðå àëèçàöèþ
ýòîãî ìû îïóñêàåì.)

Ñàìà BASIC-ïðîãðàììà ïîëó÷àåòñÿ êàê ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàí èÿ
ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö ( O(n3) èòåðàöèé)

FOR i=0 TO n-1 DO
FOR j=0 TO n-1 DO

FOR k=0 TO n-1 DO
c[i,j]:=c[i,j]+a[i,k]*b[k,j]
DONE

DONE
DONE

Åäèíñòâåííîå, ÷òî òðåáóåò ðàçúÿñíåíèé � ðåàëèçàöèÿ ìàññèâ îâ (ò.å. ïå-
ðåìåííûõ â èíäåêñàõ) ñ ïîìîùüþ ññûëîê. Âìåñòî âûðàæåíèÿ a[i,k] â
BASIC-ïðîãðàììå íàäî èñïîëüçîâàòü ññûëêó ref d íà çíà÷åíèå a[i,k] .
Îíî õðàíèòñÿ â ïåðåìåííîé V (i � n + k), ïîýòîìó ïåðåìåííîé V d íàäî
ïðåäâàðèòåëüíî ïðèñâîèòü çíà÷åíèå (i � n + k). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð
... a[i,k] ... íàäî ïåðåâîäèòü òàê
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44 Ãëàâà 5. ÊëàññP.

100: Vd <- i * n
101: Vd <- Vd + k
102: ... (ref d) ...

ãäå i, k, n îáîçíà÷àþò ïåðåìåííûå, õðàíÿùèå çíà÷åíèÿ i; k; n . Äëÿ
îñòàëüíûõ äâóõ ìàññèâîâ ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî, íî ó÷èòûâàå ì, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóþùèå àäðåñà åñòü(n2 + k � n + j ) è (2 � n2 + i � n + j ). Â èòîãå òåëî
ñàìîãî âíóòðåííåãî öèêëà áóäåò ïåðåâåäåíî ôèêñèðîâàíûì (ê îíå÷íûì)
íàáîðîì îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ è âðåìåííàÿ îöåíêà t = O(n3) ïðè
ïåðåâîäå âñåãî áëîêà ñîõðàíèòñÿ. Ñóììàðíàÿ äëèíà ñîäåðæèì îãî âñåõ
ïåðåìåííûõ áóäåò íå áîëåå s = 3 � n2 � m + const � logn = O(n2). Ïðèìåíÿ-
åì (4.1) è ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíóþ îöåíêó íà âðåìÿ ñîîòâåòñò âóùåãî
òüþðèíãîâà âû÷èñëåíèÿ.

5.5 Ïðèìåðû: ñâÿçíîñòü â ãðàôå.

Ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí f 1; : : : ; ng çàäàí ìàòðèöåé ñìåæíîñòè M .
Ýòî ñèììåòðè÷íàÿ n � n ìàòðèöà èç 0 è 1; mi;j = 1 ò. è ò.ò., êîãäà â ãðàôå
åñòü ðåáðî(i; j ). Íàïðèìåð,

G :

1 2

3 4

M =

0

B
B
@

0 0 1 1
0 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0

1

C
C
A :

Íàäî ïî M; i; j âûÿñíèòü, ñâÿçàíû ëè âåðøèíû i; j â ãðàôå G.
Ýòà çàäà÷à ëåãêî ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ n-îé ñòåïåíè 0,1-ìàòðèöû

A = ( M + E), åñëè â êà÷åñòâå îïåðàöèé+ ; � âçÿòü áóëåâû îïåðàöèè _; ^
(äàëåêî íå ñàìûé ýôôåêòèâíûé ìåòîä, íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï ðèíàä-
ëåæíîñòè êëàññó P ðàáîòàåò). Ñòåïåíü ìàòðèöû Aq çàäàåò îòíîøåíèå
ñâÿçíîñòè çà � q øàãîâ, ïîýòîìó äëÿ (a(n)

i;j ) = An

a(n)
i;j = 1 , i è j ñâÿçàíû â G:

Âû÷èñëÿòü An ìîæíî n-êðàòíûì ïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö (ñì. ïðåäû-
äóùèé ïðèìåð; èñïîëüçîâàíèå áóëåâûõ îïåðàöèé âìåñòî + ; � íè÷åãî íå
ìåíÿåò).
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Ãëàâà 6

Êëàññ P=Poly.

6.1 Ðàñïîçíàâàíèå ÿçûêîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
áóëåâûõ ñõåì.

Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìàëüíûì ÿçûêîì ìû íàçâàëè ïðîèçâîëüíîå ìí îæå-
ñòâî ñëîâ äàííîãî àëôàâèòà. Îãðàíè÷èìñÿ ÿçûêàìè L � f 0; 1g� . Ñ êàæ-
äûì òàêèì ÿçûêîì ìîæíî ñâÿçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé
f n (x1; : : : ; xn ), n = 0 ; 1; : : : òàêóþ, ÷òî

x1 : : : xn 2 L , f n (x1; : : : ; xn ) = 1 :

Ñõåìíîé ñëîæíîñòüþ ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

cL (n) = c(f n );

ãäå ÷åðåçc(�) îáîçíà÷åíà ñõåìíàÿ ñëîæíîñòü áóëåâîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð. Îöåíèòü ñâåðõó ñõåìíóþ ñëîæíîñòü ÿçûêà, ñîñòîÿùåãî èç
âñåõ ñëîâ-ïåðåâåðòûøåé. Ñõåìà äëÿ f n â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü òàêàÿ:

f <- ( x1 <-> xn )

z <- ( x2 <-> x(n-1) )
f <- ( f & z )

z <- ( x3 <-> x(n-2) )
f <- ( f & z )
...

45
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46 Ãëàâà 6. ÊëàññP=POLY.

Ïîýòîìó cL (n) = O(n).
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñõåìíàÿ ñëîæíîñòü ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ îãð óáëåí-

íîé ñëîæíîñòíîé õàðàêòåðèñòèêîé � îíà íå ó÷èòûâàåò òðóäîåì êîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ ñàìîé ñõåìû. Íî çà ñ÷åò îãðóáëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðèí öèïèàëü-
íî âîçìîæíûì îöåíèâàòü ñëîæíîñòü ïðîèçâîëüíûõ ÿçûêîâ (à íå òîëüêî
ðàçðåøèìûõ, êàê äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà).

Êëàññ P=Poly îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ ÿçûêîâ L �
f 0; 1g� , ñõåìíàÿ ñëîæíîñòü êîòîðûõ åñòü ôóíêöèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ð î-
ñòà, ò.å.

cL (n) < n C ïðè n > n 0

äëÿ íåêîòîðûõ C è n0.
Êëàññ P=Poly çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå-

÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ (ïðîâåðèòü) ÿçûêîâ.

6.2 Êîíòèíóàëüíîñòü êëàññà P=Poly.

Â îòëè÷èè îò êëàññà P, â êëàññP=Poly âõîäÿò íå òîëüêî ðàçðåøèìûå
ÿçûêè. Ìîùíîñòü êëàññà P=Poly ðàâíà êîíòèíóóìó. Êàæäîé (íå îáÿçà-
òåëüíî âû÷èñëèìîé) ôóíêöèè ' : N ! f 0; 1g ìîæíî èíúåêòèâíî ñîïî-
ñòàâèòü ÿçûêL ñõåìíîé ñëîæíîñòè O(1):

x1 : : : xn 2 L , ' (n) = 1 :

ÊëàññP ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêòèâèçîâàííóþ âåðñèþ êëàññà P=Poly:
åñëè ê îïðåäåëåíèþ ÿçûêà L 2 P=Poly äîáàâèòü óñëîâèå âû÷èñëèìîñòè
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îòîáðàæåíèÿ

n s7�!
�

áóëåâà ñõåìà ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà,
âû÷èñëÿþùàÿ f n ,

òî êëàññ òàêèõ ÿçûêîâ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ Pf 0;1g.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæíîñòè ÿçûêîâ L , ëåæàùèõ â ìîäèôè-

öèðîâàííîì óêàçàííûì îáðàçîì (�ðàâíîìåðíîì�) êëàññå P=Poly, ê êëàñ-
ñó Pf 0;1g, äîñòàòî÷íî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðîâåðêè óñëî -
âèÿ � x 2 L �:

1. Ïî âõîäíîìó ñëîâó x = x1 : : : xn íàéòè åãî äëèíó n.

2. Ïî n íàéòè áóëåâó ñõåìó Sn , ïðàâèëüíî ïðîâåðÿþùóþ óñëîâèå � x 2
L � íà ñëîâàõ äëèíû n.
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6.3. Âêëþ÷åíèå P � P=POLY. 47

3. Âû÷èñëèòü Sn (x1; : : : ; xn ) è âûäàòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â êà÷å-
ñòâå îòâåòà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìîæíî âçÿòü êîìïîçèöèþ ìàøèíû Òüþðèíãà, âû÷ èñ-
ëÿþùåé îòîáðàæåíèå s è óíèâåðñàëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà äëÿ ÿçûêà
áóëåâûõ ñõåì. Ïîëó÷èòñÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ðàñïîçíà åò ÿçûê
L çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå îáåñïå÷èâàåò êîíñòðóêöèÿ èç äîêàçàòåë üñòâà
òåîðåìû 6.1 (ñì. íèæå), êîòîðàÿ íà ñàìîì äåëå ñòðîèò îòîáðàæå íèå s
âû÷èñëèìûì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

6.3 Âêëþ÷åíèå P � P=Poly.

Ðàíåå îáñóæäàëîñü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî êîäèðîâêè èñõîäíûõ äà ííûõ
êëàññ P (â óçêîì ñìûñëå) ñîâïàäàåò ñ Pf 0;1g (îãðàíè÷åíèå àëôàâèòîì
f 0; 1g).

Òåîðåìà 6.1 Pf 0;1g � P=Poly.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L 2 P. Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîëåíòî÷íàÿ ìà-
øèíà Òüþðèíãà M , ðàçðåøàþùàÿ L , è ïîëèíîì p(n), îãðàíè÷èâàþùèé
ñâåðõó åå âðåìÿ ðàáîòû íà ñëîâàõ äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëèíû n. Ýòîò
æå ïîëèíîì áóäåò îãðàíè÷èâàòü è çîíó M . Çàíóìåðóåì êëåòêè ëåíòû
öåëûìè ÷èñëàìè, 0 � ãäå ñòîèò ãîëîâêà â íà÷àëüíûé ìîìåíò, âõî äíîå
ñëîâî � â êëåòêàõ 1; : : : ; n, ÷èñëî n � äîñòàòî÷íî áîëüøîå.

Ïðîòîêîëîì ðàáîòû ìàøèíû Òüþðèíãà M çà âðåìÿ T íà ñëîâå x1 : : : xn

íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà ñëåäóþùåãî âèäà:

� S 0 1 i S

0 # ; ; : : : # ; q1 x1; ; x2; ; : : : xn ; ; : : : # ; ;
1 # ; ; # ; ;

...
...

j # ; ; � i;j # ; ;
...

...
T # ; ; # ; ;

Íîìåðà ñòîëáöîâ ñîîòâåòñòâóþò íóìåðàöèè êëåòîê ëåíòû, íîì åðà ñòðîê
� øàãàì âû÷èñëåíèÿ. Â êëåòêå (i; j ) òàáëèöû çàïèñàíà ïàðà � i;j = <
a; q >, ãäåa � ñîäåðæèìîå i -òîé êëåòêè ëåíòû â ìîìåíò t = j , à q åñòü ñî-
îòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèå ìàøèíû, åñëè â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ãîëîâêà



Le
ct

ur
e 

N
ot

es
, d

ra
ft

C
O

M
PL

EX
IT

Y

V.
 K

ru
ps

ki

48 Ãëàâà 6. ÊëàññP=POLY.

îáîçðåâàåò êëåòêói , è ; � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Øèðèíà òàáëèöû 2� S+1
âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ãîëîâêà ìàøèíû â ïðîöåññå ð àáîòû
âñå âðåìÿ íàõîäèëàñü âíóòðè êóñêà ëåíòû ji j < S . Åñëè ìàøèíà îñòà-
íîâèëàñü ðàíüøå ìîìåíòà T, òî ïîñëåäíèå ñòðîêè òàáëèöû äóáëèðóþò
ïðåäûäóùèå. Äëÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà âîçüìåì T = S = p(n).

Â êëåòêå ïðîòîêîëà ìîæåò ñòîÿòü ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà < a; q > 2 D,
ãäåD = � � (Q [ f;g ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñîäåðæèìîå êëåòêè (i; j + 1)
äëÿ ji j < S ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèò îò ñîäåðæèìîãî òðåõ êëåòîê íàä íåé,

� i � 1;j � i;j � i +1 ;j

� i;j +1
� i;j +1 = ' (� i � 1;j ; � i;j ; � i +1 ;j );

à ñîäåðæèìîå êëåòîê íà âåðõíåé, ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ åñòü ëèáî
êîíñòàíòà < # ; ; > èëè < # ; q1 > , ëèáî îäíà èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé îò
n áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ âõîäíîå ñëîâî:

< x i ; ; > = � i (x1; : : : ; xn ):

Âõîäíîå ñëîâî ïðèíàäëåæèò ÿçûêó L ò. è ò.ò., êîãäà â íèæíåé ñòðîêå
ïðîòîêîëà âñòðå÷àåòñÿ ïàðà < 1; q0 > .

Äîáàâèì ê ÿçûêó ïðîãðàììèðîâàíèÿ áóëåâûõ ñõåì ïåðåìåííûå ï î
êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó D (íîâûé òèï äàííûõ), êîíñòàíòû < # ; ; >; <
# ; q1 > 2 D è äîïîëíèòåëüíûå "âñòðîåííûå"îïåðàöèè ' : D 3 ! D , � i :
f 0; 1gn ! D , è � : D ! f 0; 1g, ãäå

� (< a; q > ) = 1 , < a; q > = < 1; q0 > :

Â ðàñøèðåííîì ÿçûêå íåòðóäíî íàïèñàòü ïðîãðàììó ïîëèíîìèà ëü-
íîãî ðàçìåðà, îòâå÷àþùóþ íà âîïðîñ � x1 : : : xn 2 L ?�. Îíà ñîñòîèò èç
(2 � S + 1) � T îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ, âû÷èñëÿþùèõ çíà÷åíèÿ âñåõ ïå-
ðåìåííûõ � i;j ïî ñëîÿì ñâåðõó âíèç è åùå 2 � (2 � S + 1) îïåðàòîðîâ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ îòâåòà

f =
S_

i = � S

� (� i;T ):

Îñòàåòñÿ ïðîìîäåëèðîâàòü ýòó ïðîãðàììó ïðîãðàììîé â èñõîä íîì
ÿçûêå áóëåâûõ ñõåì (áåç òèïà D) ñ ñîõðàíåíèåì ïîëèíîìèàëüíîé îöåíêè
íà äëèíó ïðîãðàììû. Ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà D, ìîæíî âû-
áðàòü ÷èñëî m èç óñëîâèÿ 2m� 1 < jD j � 2m è èìèòèðîâàòü êàæäóþ
ïåðåìåííóþ � òèïà D íàáîðîì èç m áóëåâûõ ïåðåìåííûõ. Èñïîëüçóþ-
ùèå òèï D äîïîëíèòåëüíûå âñòðîåííûå ôóíêöèè (è êîíñòàíòû) ìîæíî
çàìåíèòü íà êîíå÷íûå íàáîðû áóëåâûõ ôóíêöèé, âû÷èñëÿþùèå á èòû
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6.3. Âêëþ÷åíèå P � P=POLY. 49

ðåçóëüòàòà ïî áèòàì àðãóìåíòîâ. Êàæäóþ èç ïîñëåäíèõ (èõ êîí å÷íîå
ìíîæåñòâî) ðåàëèçóåì áóëåâîé ñõåìîé (÷åðåç : ; _ ; ^ íàïðèìåð). Ðàçìå-
ðû âñåõ ýòèõ ñõåì îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé êîíñòàíòîé d (ò.ê. èõ êîíå÷íîå
÷èñëî). Òåïåðü êàæäûé îïåðàòîð ïðîãðàììû â ðàñøèðåííîì ÿçû êå ìîæ-
íî çàìåíèòü íà íå áîëåå m�d îïåðàòîðîâ â èñõîäíîì, ïðîèçâîäÿùèõ òî æå
ïðåîáðàçîâàíèå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íî â èõ äâîè÷íîì ïðåäñ òàâëåíèè.
Òàê êàê âõîäíûå è âûõîäíûå ïåðåìåíûå íàøåé ïðîãðàììû óæå áûë è
áóëåâûìè, òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå èçìåíèò âû÷èñëÿåìîé ïðî ãðàììîé
ôóíêöèè. Ïðè ýòîì äëèíà ïðîãðàììû âîçðàñòåò íå áîëåå, ÷åì â m � d
ðàç, ò.å. îñòàíåòñÿ ôóíêöèåé ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà.
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Ãëàâà 7

Êëàññ NP .

7.1 Îïðåäåëåíèå êëàññà NP .

Îïðåäåëåíèå 7.1 ßçûê L � � � ïðèíàäëåæèò êëàññó NP , åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïðåäèêàòR(x; y) 2 P è ïîëèíîì q(n) = nk òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ
x 2 � �

x 2 L , 9 y(jyj < q(jxj) ^ R(x; y));

ñîîòâåòñòâóþùèé y íàçûâàåòñÿ ñâèäåòåëåì ïðèíàäëåæíîñòè x 2 L .

Çàìå÷àíèå. Êëàññ íå èçìåíèòñÿ, åñëè â îïðåäåëåíèè îãðàíè÷èòü-
ñÿ ïðåäèêàòàìè R(x; y) 2 P ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì R(x; y) ) j yj <
q(jxj), ò.å. ôóíêöèþ îòáðàêîâêè "äëèííûõ"ñâèäåòåëåé ïåðåäàòü ïðå äèêà-
òó R òîæå. Òîãäà ðàñïîçíàâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè ÿçûêó L ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê èíòåðàêòèâíûé ïðîöåññ, â êîòîðîì ÷åëîâåê ïûòàå òñÿ "óáå-
äèòü"ìàøèíó (ðàñïîçíàþùóþ ïðåäèêàò R ìàøèíó Òüþðèíãà) â òîì, ÷òî
� x 2 L �, à ìàøèíà âåðèôèöèðóåò åãî äîâîäû. Íà ïåðâîé âõîäíîé ëåíòå
íàïèñàíî x. ×åëîâåê ïèøåò íà âòîðóþ âõîäíóþ ëåíòó ïîòåíöèàëüíîãî
ñâèäåòåëÿy, à ìàøèíà âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå R(x; y) è �ñîãëàøàåòñÿ�, åñ-
ëè ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé åñòü 1. Ñëîâîx ïðèíàäëåæèò ÿçûêó L, åñëè ó
÷åëîâåêà åñòü ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü (íî íå îáÿçàòåëü íî ýôôåê-
òèâíûé ìåòîä) óáåäèòü â ýòîì ìàøèíó.

Çàìå÷àíèå. Â êà÷åñòâå àëôàâèòà äëÿ ñâèäåòåëåé äîñòàòî÷íî èñ-
ïîëüçîâàòü f 0; 1g (îí ìîäåëèðóåò îñòàëüíûå). Ìîæíî òàêæå çàìåíèòü
óñëîâèå �jyj < q(jxj)� íà � jyj = q(jxj)�, ò.ê. ' (v10k ) = v åñòü âû÷èñ-
ëèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ áèåêöèÿ ìíîæåñòâà f y j jyj = mg íà
f y j jyj < m g è âìåñòî ïðåäèêàòà R(x; y) ìîæíî âçÿòü R(x; ' (y)) .
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52 Ãëàâà 7. ÊëàññNP .

Çàìå÷àíèå. Êàæäûé ÿçûê L 2 NP ðàçðåøèì çà âðåìÿ 2poly(n) ñ
ïîìîùüþ ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ñâèäåòåëåé.

Äðóãîå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå êëàññà NP èñïîëüçóåò èíòåðàê-
òèâíóþ ìîäåëü âû÷èñëåíèé � íåäåòåðìèíèðîâàííûå ìàøèíû Òüþðèíãà .
Îòñþäà ïðîèñõîäèò íàçâàíèå êëàññà NP � nondeterministic polynomial.
Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà îòëè÷àåòñÿ îò äåòåðìèíèðîâàí íîé òåì,
÷òî â ïðîãðàììå ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî êîìàíä ñ îäèíà-
êîâîé ïðàâîé ÷àñòüþ � q�a ! : : :�. Âû÷èñëåíèå ïðîèñõîäèò èíòåðàêòèâ-
íî: ÷åëîâåê âûáèðàåò îäíó èç âîçìîæíûõ â äàííûé ìîìåíò êîìàí ä, à
ìàøèíà ïðîâåðÿåò äîïóñòèìîñòü âûáîðà è ïðîèçâîäèò äåéñòâè ÿ. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ äàííîãî âõîäà ìîæåò áûòü íå îäíî, à íåñêîëüêî âû ÷èñëå-
íèé. Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà ðàñïîçíàåò (äîïóñêàåò) ÿçûê L çà
âðåìÿ q(n), åñëè

x 2 L ) íà âõîäå x ñóùåñòâóåò âû÷èñëåíèå
äëèíû � q(jxj) ñ ðåçóëüòàòîì 1;

x 62L ) âñå âû÷èñëåíèÿ íà âõîäå x íå äàþò
ðåçóëüòàòà 1.

È â òîì è â äðóãîì ñëó÷àÿõ äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå íåçàêàí÷èâàþù èõñÿ
âû÷èñëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 7.2 ßçûê L ïðèíàäëåæèò êëàññó NP , åñëè ñóùåñòâóåò
ïîëèíîì q è íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ðàñïî-
çíàåò L çà âðåìÿ q(n).

Ëåììà 7.3 Îïðåäåëåíèÿ 7.1 è 7.2 ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. () ). Ñ÷èòàåì, ÷òî íåðàâåíñòâî â îïðåäåëåíèè 7.1 çà-
ìåíåíî íà ðàâåíñòâî. Ïðîöåññ óãàäûâàíèÿ ñâèäåòåëÿ y äëèíû q(jxj) ìî-
äåëèðóåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì çàïîëíåíèåì ëåíòû ïîñëåä îâàòåëüíî-
ñòüþ èç q(jxj) íóëåé è åäèíèö. Ñîîòâåòñòâóþùèå êîìàíäû ñ îäèíàêîâîé
ëåâîé ÷àñòüþ:

q�a ! : : : 0 : : :
q�a ! : : : 1 : : :

Íà îòäåëüíîé ðàáî÷åé ëåíòå îðãàíèçîâàí ñ÷åò÷èê ÷èñëà ïîâòî ðåíèé,
îáåñïå÷èâàþùèé ïåðåäà÷ó óïðàâëåíèÿ äàëüøå ïîñëå q(jxj) èòåðàöèé. Ïî-
ñëå íèõ íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà ðàáîòàåò äåòåðìèíèðîâ àííî è âû-
÷èñëÿåò çíà÷åíèå R(x; y).

(( ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåîäíîçíà÷íîñòü â âûáîðå êîìàíä íåäåòå ð-
ìèíèðîâàííîé ìàøèíû ìîæíî ñâåñòè ê ñëó÷àþ äâóõ êîìàíä ñ äàíí îé
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7.2. Î ïðîáëåìå P 6= NP . 53

ëåâîé ÷àñòüþ. Òîãäà êàæäîå ee âû÷èñëåíèå äëèíû � q(jxj) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ 0,1-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âûáîðîâ y òîé æå äëèíû (0 îçíà-
÷àåò, ÷òî âûáðàí ïåðâûé âàðèàíò î÷åðåäíîé êîìàíäû, 1 � âòîðî é). Ðàñ-
ñìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííóþ ìàøèíó M , êîòîðàÿ ïîëó÷àåò y â êà÷åñòâå
äîïîëíèòåëüíîãî âõîäà è ìîäåëèðóåò èíòåðàêòèâíóþ ðàáîòó è ñõîäíîé
íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû, çàìåíÿÿ ÷åëîâå÷åñêîå óïðàâë åíèå ÷òå-
íèåì î÷åðåäíîãî áèòà y. Ïîçàáîòèìñÿ òàêæå, ÷òîáû ýòà ìàøèíà âñåãäà
îñòàíàâëèâàëàñü çà� q0(jxj) øàãîâ (äëÿ íåêîòîðîãî ïîëèíîìà q0) è âîç-
âðàùàëà 0 âñÿêèé ðàç, êîãäà èñõîäíàÿ íå ïå÷àòàëà 1 çà q(jxj) øàãîâ.
Òàêàÿ ìàøèíà M çàäàåò òðåáóåìûé â îïðåäåëåíèè 7.1 ïðåäèêàò R 2 P;
â êà÷åñòâå îöåíêè íà äëèíó ñâèäåòåëåé ïîäõîäèò ïîëèíîì q.

7.2 Î ïðîáëåìå P 6= NP .

Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå P � NP . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæíîñòè
ÿçûêà L 2 P êëàññóNP äîñòàòî÷íî âçÿòü

R(x; y) = 1 , (x 2 L); q(n) � 1:

Âîïðîñ î ñòðîãîñòè ýòîãî âêëþ÷åíèÿ, ò.å.

P 6= NP ?

îñòàåòñÿ öåíòðàëüíîé íåðåøåííîé ïðîáëåìîé â òåîðèè ñëîæíî ñòè âû÷èñ-
ëåíèé óæå áîëåå 30 ëåò. Õîòÿ îáùåñòâåííîå ìíåíèå äàâíî ñêëîí èëîñü â
ïîëüçó ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà (ò.å. íåðàâíî) è ïîëåçíîñòü ìí îãèõ àëãî-
ðèòìîâ îñíîâûâàåòñÿ íà ýòîì (ïðåäïîëàãàåìîì) îòâåòå, ñòðî ãîñòü âêëþ-
÷åíèÿ äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà.

Èìååòñÿ íåêîòîðàÿ (÷àñòè÷íàÿ) àíàëîãèÿ ìåæäó êà÷åñòâåííî é òåî-
ðèåé àëãîðèòìîâ è êîëè÷åñòâåííîé, ò.å. òåîðèåé ñëîæíîñòè. Ê ëàññû P è
NP ñîîòâåòñâóþò êëàññàì ðàçðåøèìûõ è ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ. Òàê,
ãèïîòåçà î íåñîâïàäåíèè êëàññîâ P è NP åñòü àíàëîã èçâåñòíîé òåîðåìû
î ñóùåñòâîâàíèè ïåðå÷èñëèìîãî íåðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà. Ä ðóãîé èç-
âåñòíûé ðåçóëüòàò êà÷åñòâåííîé òåîðèè � êðèòåðèé ðàçðåøèì îñòè Ïîñòà
(ìíîæåñòâî A ðàçðåøèìî ò. è ò.ò., êîãäà îíî è åãî äîïîëíåíèå Ac ïåðå-
÷èñëèìû). Åãî àíàëîãîì ÿâëÿåòñÿ íåäîêàçàííîå è íå îïðîâåðã íóòîå (íî
ñîìíèòåëüíîå) ðàâåíñòâî P = NP \ co-NP , ãäå co-NP ñîñòîèò èç âñåõ
ÿçûêîâ L , ÷üå äîïîëíåíèå L c ïðèíàäëåæèò NP . Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èç-
âåñòíû ëèøü âûòåêàþùèå íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé (íå ñòðîãèå)
âêëþ÷åíèÿ: P � NP \ co-NP � NP .
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54 Ãëàâà 7. ÊëàññNP .

NP co-NP

NP \ co-NP

P

Ðèñ. 7.1: Èåðàðõèÿ êëàññîâP, NP , co-NP .

7.3 Ïðèìåðû çàäà÷ êëàññà NP .

Äàëüíåéøèå ïðèìåðû çàäà÷ èç êëàññà NP òðåáóþò êîäèðîâàíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ ñëîâàìè ïîäõîäÿùåãî àëôàâ èòà. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîäîáíîå êîäèðîâàíèå óæå âûáðàíî íåêîòî ðûì ðà-
çóìíûì (îáû÷íî, î÷åâèäíûì) îáðàçîì.

Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ ôîðìóë ( SAT ). Áóëåâû ôîð-
ìóëû � ýòî ïðàâèëüíûå âûðàæåíèÿ, ïîñòðîåííûå èç áóëåâûõ ïåð åìåííûõ
p1; p2; : : : ñ ïîìîùüþ áóëåâûõ ñâÿçîê ^ (êîíúþíêöèÿ), _ (äèçúþíêöèÿ),
: (îòðèöàíèå) è ñêîáîê. Íàïðèìåð,

(: (p1 ^ p2) _ (: p1 ^ p3)) ^ p2:

Ïî áóëåâîé ôîðìóëå ' (p1; : : : ; pn ) âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè âûïîëíÿþ-
ùèé åå íàáîð � íàáîð èñòèííîñòíûõ (0 èëè 1) çíà÷åíèé b1; : : : ; bn , äëÿ
êîòîðîãî ' (b1; : : : ; bn ) = 1 .

Ñâèäåòåëåì ïðàâèëüíîñòè îòâåòà �äà, âûïîëíèìà� çäåñü ñëóæ èò ëþ-
áîé âûïîëíÿþùèé íàáîð áèòîâ (b1; : : : ; bn ). Åãî ðàçìåð n íå ïðåâîñõîäèò
äëèíû ôîðìóëû, ò.å. îãðàíè÷åí ïîëèíîìîì ïåðâîé ñòåïåíè îò åå äëèíû.
Ñâèäåòåëè èìåþòñÿ ó âñåõ âûïîëíèìûõ ôîðìóë è òîëüêî ó íèõ. Ïð îâåð-
êà òîãî, ÷òî íåêîòîðûé íàáîð èç n áèòîâ â ñàìîì äåëå ñâèäåòåëüñòâóåò î
âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû, ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ åå èñòèííîñòí îãî çíà-
÷åíèÿ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ç à ïîëèíî-
ìèàëüíîå âðåìÿ. Îòñþäà, SAT 2 NP .

Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà. Ïî ãðàôó âûÿñ-
íèòü, ñóùåñòâóåò ëè â íåì ãàìèëüòîíîâ öèêë (çàìêíóòûé ïóòü ï î ðåá-
ðàì ãðàôà, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ðîâíî 1 ðàç). Ñâè äåòåëü
çäåñü � ãàìèëüòîíîâ öèêë.
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Çàäà÷à î êëèêå. Ïîäãðàô äàííîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ êëèêîé, åñëè îí
ïîëíûé, ò.å. êàæäàÿ ïàðà åãî âåðøèí ñîåäèíåíà ðåáðîì. Ðàçìåð êëèêè
� ýòî ÷èñëî åå âåðøèí. Ïî ãðàôó âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè â íåì ê ëèêà
äàííîãî ðàçìåðà d. Ñâèäåòåëü çäåñü � êëèêà.
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�

	


 � �

Ïîëèìèíî, êðàåâàÿ çàäà÷à. Ïîëèìèíî � ýòî äâóõìåðíîå äîìèíî.
Êîñòÿøêè - êâàäðàòíûå, íà âñåõ ÷åòûðåõ ñòîðîíàõ � ïîìåòêè (á óêâû
ôèêñèðîâàííîãî àëôàâèòà). Äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà èãðû ôèêñè ðîâàí
ñâîé íàáîð òèïîâ êâàäðàòèêîâ. Êðàåâàÿ çàäà÷à: íà ñòîðîíàõ ê ëåò÷àòîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà m � n ïîìåòêè çàäàíû. Ïî êðàåâîé çàäà÷å è âàðèàíòó
èãðû îïðåäåëèòü, ìîæíî ëè çàìîñòèòü âåñü ïðÿìîóãîëüíèê ïî ï ðàâè-
ëàì äîìèíî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî êðóòèòü êîñòÿø êè íåëüçÿ
(ôèêñèðîâàí âåðõ). Ñâèäåòåëü � çàìîùåíèå.

Ñóùåñòâîâàíèå öåëî÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ. Äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Âûÿñíèòü, èìååò ëè îíà öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ñâèäåòåë ü � ðåøå-
íèå. (Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó NP íóæíà ïîëèíî-
ìèàëüíàÿ îöåíêà íà äëèíó ñâèäåòåëÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñë è òàêàÿ
ñèñòåìà èìååò öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ, òî äëèíà íåêîòîðîãî è ç íèõ îöå-
íèâàåòñÿ ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äëèíû ñèñòåìû.)

Äðóãèå ïðèìåðû. Ñëåäóþùèå çàäà÷è ëåæàò â êëàññåNP , íî ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ áîëåå ïðîñòûìè, ÷åì ïðèâåäåííûå âûøå:

� Ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî � ñîñòàâíîå. 1 Ñâèäå-
òåëü çäåñü � ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â ïðîèçâåäåíèå ä âóõ
íàòóðàëüíûõ ñîìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ áîëüøå 1.

1Â àâãóñòå 2002 ãîäà èíäèéñêèå ìàòåìàòèêè M. Agrawal, N. Kayal è N. S axena
îáúÿâèëè ðåçóëüòàò, óòâåðæäàþùèé ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé çàäà÷è ê ëàññóP.
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56 Ãëàâà 7. ÊëàññNP .

1

5

6

2 3 4 2

1

6

3 4 5

1 7! 4
2 7! 5
3 7! 2
4 7! 3
5 7! 1
6 7! 6

Ðèñ. 7.2: Èçîìîðôèçì äâóõ ãðàôîâ.

� Äâà ãðàôà íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó èõ âåðøèíà-
ìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, êî òîðîå
ñîõðàíÿåò ñìåæíîñòü: åñëè äâå âåðøèíû îäíîãî ãðàôà ñîåäèíå íû
ðåáðîì, òî èõ îáðàçû â äðóãîì ãðàôå � òîæå. Ñàìî ñîîòâåòñòâèå
íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Èñõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è ÿâëÿåò ñÿ
ïàðà ãðàôîâ. Ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûå ãðàôû èçîìîðôíû. Ñâèäå-
òåëü çäåñü � èçîìîðôèçì.
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Ãëàâà 8

Ïðèìåðû NP -ïîëíûõ çàäà÷.

8.1 Ñâîäèìîñòü � p
m (Êàðï), NP -ïîëíîòà.

Îáùèé ïîäõîä ê ñðàâíåíèþ çàäà÷ ïî òðóäíîñòè îñíîâàí íà ïîíÿò èè ñâî-
äèìîñòè çàäà÷. Îí ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü çàäà÷è, èìåþùèå ôîð ìó ìàñ-
ñîâûõ ïðîáëåì (ïîä ìàññîâîé ïðîáëåìîé ïîíèìàåòñÿ ñåìåéñòî îäíîòèï-
íûõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷, ðàçëè÷àþùèõñÿ ëèøü çíà÷åíèÿìè è ñõîäíûõ
äàííûõ). Íåôîðìàëüíî, çàäà÷à A ñâîäèòñÿ ê çàäà÷åB (ò.å. íå òðóäíåå,
� A � B �), åñëè ñóùåñòâóåò ìåòîä (ïðîòîêîë), ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü ê àæ-
äóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç A , ïîëüçóÿñü ðåøåíèÿìè èíäèâèäóàëü-
íûõ çàäà÷ èç B, ïîñòàâëÿåìûìè "îðàêóëîì"èçâíå (ïî òðåáîâàíèþ). Åñòå-
ñòâåííî îæèäàòü ðåôëåêñèâíîñòü è òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíè ÿ ñâîäèìî-
ñòè � . Èçâåñòíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïî ñèëå ôîðìàëèçàöèé ýòîãî ïîíÿ-
òèÿ. Ïðè èçó÷åíèè ñëîæíîñòíûõ êëàññîâ â ïåðâóþ î÷åðåäü èñïî ëüçóþò
�ìíîãî-îäíîçíà÷íóþ ñâîäèìîñòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ� � p

m (ñâîäè-
ìîñòü Êàðïà).

Êëàññ çàäà÷ îãðàíè÷èâàåòñÿ ìàññîâûìè ïðîáëåìàìè ðàñïîçíà âàíèÿ
ÿçûêîâ. Äëÿ ÿçûêà L � � � çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ òàêîâà:

Âõîä: Âîïðîñ:
ñëîâî x 2 � � x 2 L ?

Îïðåäåëåíèå 8.1 Ãîâîðÿò, ÷òî ÿçûê L 1 � � � ñâîäèòñÿ ïî Êàðïó ê
ÿçûêó L 2, ò.å. L 1 � p

m L 2, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f 2 P òàêàÿ, ÷òî
äëÿ âñåõ ñëîâx 2 � � âûïîëíåíî: x 2 L 1 $ f (x) 2 L 2:

L 1 � p
m L 2 , (L 1 � p

m L 2) ^ (L 2 � p
m L 1):

57
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58 Ãëàâà 8. Ïðèìåðû NP -ïîëíûõ çàäà÷.

Ëåììà 8.2 1. Îòíîøåíèå � p
m ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî.

2. L 1 � p
m L 2; L 2 2 P ) L 1 2 P

3. L 1 � p
m L 2; L 2 2 NP ) L 1 2 NP

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòîå óïðàæíåíèå.

Îïðåäåëåíèå 8.3 ßçûê L íàçûâàåòñÿ NP -òðóäíûì , åñëè âñå ÿçûêè
èç NP ê íåìó � p

m -ñâîäÿòñÿ. NP -òðóäíûé ÿçûê íàçûâàåòñÿ NP -ïîëíûì ,
åñëè îí ñàì òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó NP .

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå NP -ïîëíîòû ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèêëî â ñâÿçè
ñ ïîïûòêàìè äîêàçàòü ãèïîòåçó P 6= NP : åñëè ýòî òàê, òî NP -ïîëíûå
ÿçûêè äîëæíû çàâåäîìî ëåæàòü â ðàçíîñòè NP n P. Â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ èçâåñòíî ìíîãî ïðèìåðîâ NP -ïîëíûõ çàäà÷, íî íè ïðî îäíó èç íèõ
íå óäàëîñü äîêàçàòü (èëè îïðîâåðãíóòü), ÷òî îíà íå ëåæèò â êë àññåP.
Ñåé÷àñ õàðàêòåðèçàöèÿ çàäà÷è êàêNP -ïîëíîé (è NP -òðóäíîé òîæå)
âîñïðèíèìàåòñÿ êàê äîâîä â ïîëüçó íåâîçìîæíîñòè åå ïðàêòè÷ åñêîãî ðå-
øåíèÿ ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè â ñòîëü îáùåé ïîñòàíîâêå: íà ïèñàòü
ïðîãðàììó âïîëíå ðåàëüíî, íî îáåñïå÷èòü ýôôåêòèâíîñòü åå ð àáîòû íà
âñåõ èñõîäíûõ äàííûõ íå óäàåòñÿ. Åñòåñòâåííûé âûõîä â ýòîé ñ èòóàöèè
� ñóæåíèå çàäà÷è, ïåðåõîä ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì, êàê ðàç ê òåì, â ê îòîðûõ
ïðîãðàììà ðàáîòàåò ïðèåìëåìûì îáðàçîì. (Ðàçðàáîò÷èêàì ïð îãðàìì-
íûõ ïðîäóêòîâ àâòîð íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåò äåëàòü ýòî ñà ìîñòîÿ-
òåëüíî è çàáëàãîâðåìåííî, íå äîæèäàÿñü óëè÷åíèÿ âî ëæè ñî ñò îðîíû
ïîëüçîâàòåëåé.)

8.2 NP -ïîëíîòà ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè áóëå-
âûõ ôîðìóë.

Òåîðåìà 8.4 Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè áóëåâûõ ôîðìóë NP -ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû âèäåëè, ÷òî ÿçûê SAT , ñîñòîÿùèé èç âñåõ çàïè-
ñåé (ñâÿçêè: ; ^ ; _ , ñêîáêè, ïåðåìåííàÿ p5 çàïèñûâàåòñÿ p101) âûïîëíè-
ìûõ áóëåâûõ ôîðìóë ïðèíàëåæèò êëàññó NP . Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
ïðîèçâîëüíûé ÿçûê L 2 NP ñâîäèòñÿ ê SAT . Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ
ê ñëåäóþùåìó: ÿçûê L � f 0; 1g� çàäàåòñÿ ïîëèíîìîì p è ïðåäèêàòîì
R 2 P òàê

x 2 L , 9 y 2 f 0; 1g� (jyj = p(jxj) ^ R(x; y))
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8.2. NP -ïîëíîòà çàäà÷è SAT 59

è
jyj 6= p(jxj) ) : R(x; y):

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.1 î âêëþ÷åíèè P � P=Poly ìû ïðåä-
ëîæèëè ìåòîä, êîòîðûé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî ïð åäèêàòà
èç êëàññàP ïî äëèíå âõîäà n ñòðîèò áóëåâó ñõåìó ïîëèíîìèàëüíîãî
ðàçìåðà, âû÷èñëÿþùóþ ýòîò ïðåäèêàò íà ñëîâàõ äëèíû n. Ýòîò ìåòîä
îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ñàìî îòîáðàæå íèå

n 7! áóëåâà ñõåìàSn

îêàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (ñì. åãî îï èñàíèå).
Ïðèìåíèì ýòó êîíñòðóêöèþ ê ïðåäèêàòó R. Òîãäà ñõåìà Sn+ p(n) âû-
÷èñëÿåò çíà÷åíèå ïðåäèêàòà R(x; y) ïî íàáîðó áèòîâ åãî àðãóìåíòîâ
x1; : : : ; xn ; y1; : : : ; yp(n) .

Ïåðåèìåíîâûâàÿ ðàáî÷èå ïåðåìåííûå ñõåìû äîáüåìñÿ òîãî, ÷ò îáû ïå-
ðåìåííûå â ëåâûõ ÷àñòÿõ îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ íå ïîâòîðÿ ëèñü. Ïî-
ñëå ýòîãî ñîïîñòàâèì ñõåìå áóëåâó ôîðìóëó ' (x1; : : : ; xn ; y1; : : : ; yp(n) ; z1; : : : ; zk )
òàê: êàæäîìó îïåðàòîðó ïðèñâàèâàíèÿ z<-t ñõåìû ñîïîñòàâèì áóëåâó
ôîðìóëó (z $ t), âîçüìåì êîíúþíêöèþ èõ âñåõ è åùå ïåðåìåííîé, âîç-
âðàùàþùåé çíà÷åíèå âñåé ñõåìû. Ïåðåìåííûìè ôîðìóëû ' ÿâëÿþòñÿ
âñå ïåðåìåííûå ñõåìû, à äëèíà ' òàêæå îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì
îò n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç b(v), v 2 f 0; 1gn , íàáîð ôîðìóë òîé æå äëèíû n ñ
êîìïîíåíòàìè

bi =
�

w ^ : w ; vi = 0 ;
w _ : w ; vi = 1 ;

ãäåw � íå âñòðå÷àâøàÿñÿ ðàíåå áóëåâà ïåðåìåííàÿ. Ðàññìîòðèì ñëå äó-
þùåå îòîáðàæåíèå f :

v 2 f 0; 1g� 7!

8
<

:

n := jvj
b := b(v)
Sn+ p(n)

9
=

;
7!  (w; y; z) := ' (b; y; z):

Îíî âû÷èñëèìî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ïðè÷åì

v 2 L , ôîðìóëà  âûïîëíèìà , f (v) 2 SAT:

Çàìå÷àíèå. Åñëè â êà÷åñòâå âñòðîåííûõ ôóíêöèé ÿçûêà áóëåâûõ
ñõåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî îäíîìåñòíûå è äâóõìåñòíûå îïåðàö èè (íàïðè-
ìåð, : ; ^ ; _), òî â êàæäîì îïåðàòîðå ïðèñâàèâàíèÿ áóäåò íå áîëåå òðåõ
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60 Ãëàâà 8. Ïðèìåðû NP -ïîëíûõ çàäà÷.

ïåðåìåííûõ. Òîãäà êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû ôîðìóëû  =
V

 j òàêæå áó-
äóò ñîäåðæàòü íå áîëåå òðåõ ïåðåìåííûõ êàæäûé. Ïðèâåäåì êàæ äûé èç
íèõ ê ÊÍÔ. Ýòî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äàñò ïðèâåäåíèå ôîðìó ëû
 ê ÊÍÔ ñïåöèàëüíîãî âèäà, â êîòîðîì êàæäûé êîíúþêòèâíûé ÷ëåí
ñîäåðæèò íå áîëåå 3 ïåðåìåííûõ (òàê íàçûâàåìûå 3-ÊÍÔ). Òàê ä îêàçû-
âàåòñÿ

Ñëåäñòâèå 8.5 Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè 3-ÊÍÔ (îáîçíà÷åíèå: 3SAT )
NP -ïîëíà.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè 2-ÊÍÔ è ÄÍÔ
ïðèíàäëåæàò êëàññóP. Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî ïîëó÷èì, ÷òî åñëè P 6= NP ,
òî çàäà÷à ïðèâåäåíèÿ 3-ÊÍÔ ê âèäó ÄÍÔ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåì ÿ íå
ðåøàåòñÿ.

8.3 NP -ïîëíîòà çàäà÷è î êëèêå.

Òåîðåìà 8.6 Çàäà÷à î êëèêåNP -ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßçûê CLIQUE 2 NP ñîñòîèò èç ñëîâ, êîäèðóþùèõ
ïàðû ( G; d), ãäå G - ãðàô, d íàòóðàëüíîå ÷èñëî è â ãðàôå G åñòü ïîë-
íûé ïîäãðàô èç d âåðøèí (êëèêà). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 3SAT � p

m

CLIQUE .
Íàïîìíèì, ÷òî ëèòåðàëîì íàçûâàåòñÿ áóëåâà ïåðåìåííàÿ èëè å å îò-

ðèöàíèå. 3-ÊÍÔ ' åñòü êîíúþíêöèÿ ñêîáîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü
äèçúþíêöèÿ íå áîëåå òðåõ ëèòåðàëîâ:

' = : : : ^ (l i; 1 _ l i; 2 _ l i; 3) ^ : : : ^ (l j; 1 _ l j; 2 _ l j; 3) ^ : : :

Ñîïîñòàâèì åé ãðàô G, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò âñå âõîæäåíèÿ âñåõ
ëèòåðàëîâ â ôîðìóëó ' . Äâà âõîæäåíèÿ ñîåäèíèì ðåáðîì, åñëè îíè íà-
õîäÿòñÿ â ðàçíûõ ñêîáðàõ è íå ÿâëÿþòñÿ "ïðîòèâîïîëîæíûìè", ò.å. íå
åñòü ïàðàx è : x. Ãðàô G áóäåò âûãëÿäåòü ïðèìåðíî òàê:

: : : x : : : ^ (: x _ y _ : z) ^ : : : : x : : :

Äëÿ êàæäîé êëèêè â ãðàôå íåòðóäíî ïîäîáðàòü èñòèííîñòíûå çí à-
÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, îáðàùàþùèå âñå ëèòåðàëû êëèêè â 1. Åñëè ïð è ýòîì
ðàçìåð êëèêè d ðàâåí êîëè÷åñòâó êîúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ â ôîðìóëå, òî
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8.4. NP -òðóäíîñòü öåëî÷èñëåííîãî ËÏ 61

âñÿ ôîðìóëà îáðàòèòñÿ â 1. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè äëÿ íåêîòîð îé èñòèí-
íîñòíîé îöåíêè ïåðåìåííûõ ' = 1 , òî â êàæäîì êîíúþíêòèâíîì ÷ëåíå
ìîæíî âûáðàòü ïî ëèòåðàëó òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü êëèêà (íàäî âûáè-
ðàòü l i;k = 1 ïî îäíîìó èç ñêîáêè). Ò.å. äëÿ ôóíêöèè f (' ) := êîä (G; d),
ãäåd êîëè÷åñòâî äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ' , âûïîëíÿåòñÿ

' 2 3SAT , f (' ) 2 CLIQUE:

Ñàìà f âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè âñå êîäèðîâàíèÿ âû -
áðàíû äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííî (íàïðèìåð, êîãäà ãðàô êîäèðó åòñÿ ìàò-
ðèöåé ñìåæíîñòåé, ÷èñëà � äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì, ôîðìóë û � ñâîåé
çàïèñüþ). Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà 3 â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå íå èñïîëüçî-
âàëàñü.

8.4 NP -òðóäíîñòü çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � ýò î çàäà÷à
ïîèñêà ýêñòðåìóìà ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ïðè íàëè÷èè îãðàí è÷åíèé,
âûðàæåííûõ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Îíà íå ÿâëÿåòñÿ ç àäà÷åé
ðàñïîçíàâàíèÿ ÿçûêîâ, ïîýòîìó ôîðìàëüíî íåëüçÿ ãîâîðèòü î åå NP -
òðóäíîñòè. Íî ëþáûå ìåòîäû åå ðåøåíèÿ òàêæå âûíóæäåíû ðàñïî çíà-
âàòü ñîâìåñòíîñòü îãðàíè÷åíèé, ïîýòîìó çàäà÷à ëèíåéíîãî ï ðîãðàììè-
ðîâàíèÿ íå ìåíåå òðóäíà, ÷åì çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñîâìåñòí îñòè ñè-
ñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Â öåëî÷èñëåííîì ñëó÷àå ïîñëåäíÿ ÿ çàäà÷à
óæå îêàçûâàåòñÿ (ïîñëå íàäëåæàùåé êîäèðîâêè) çàäà÷åé ðàñï îçíàâàíèÿ
ÿçûêà, ïðè÷åì NP -ïîëíîé çàäà÷åé. Â ýòîì ñìûñëå ìû óòâåðæäàåì NP -
òðóäíîñòü çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà íèÿ.

Òåîðåìà 8.7 Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè â öåëûõ ÷èñëàõ ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè NP -ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå âûïîëíèìîñòè ÊÍÔ ìîæíî ýêâèâàëåíòíî
ïåðåïèñàòü â âèäå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè â öåëûõ ÷èñëàõ ñëåäóþùåé
ñèñòåìû íåðàâåíñòâ. Çàïèøåì óñëîâèå áóëåâîçíà÷íîñòè äëÿ ê àæäîé èç
ïåðåìåííûõ:

0 � x j � 1;

à êàæäîìó êîíúþíêòèâíîìó ÷ëåíó (l1 _ : : : _ lk ) ñîïîñòàâèì íåðàâåíñòâî

p1 + : : : + pk > 0; ãäåpi =
�

x j ; åñëèl i åñòüx j ;
1 � x j ; åñëèl i åñòü: x j :
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Ãëàâà 9

Êëàññ BPP .

9.1 Âåðîÿòíîñòíûå âû÷èñëåíèÿ çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ.

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà � ýòî ìàøèíà Òüþðèíãà ñ äîïîë íè-
òåëüíîé ëåíòîé (òîëüêî äëÿ ÷òåíèÿ, ãîëîâêà äâèæåòñÿ òîëüêî âïðàâî),
èìèòèðóþùåé (ôèçè÷åñêèé) äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Âî âñåõ å å êëåò-
êàõ çàðàíåå çàïèñàíû 0 èëè 1, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî çíà÷å-
íèÿ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ñ P robf � = 0g =
Probf � = 1g = 1=2. Êîëè÷åñòâî îáðàùåíèé ê äàò÷èêó â ïðîöåññå âû÷èñ-
ëåíèÿ åñòü âåëè÷èíà çîíû íà ýòîé ëåíòå, â êîòîðîé ïîáûâàëà ãî ëîâêà;
ñîäåðæèìîå îñòàëüíûõ êëåòîê ýòîé ëåíòû íå èñïîëüçóåòñÿ. Áó äåì ïðåä-
ïîëàãàòü ñëåäóþùåå:

� Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà âñåãäà îñòàíàâëèâàåòñÿ è â ê à-
÷åñòâå ðåçóëüòàòà âûäàåò 0 èëè 1.

� Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäà. Ñëó-
÷àéíàÿ ëåíòà (â òàêîì ôîðìàëèçìå) âõîäíîé íå ÿâëÿåòñÿ è ó÷èò û-
âàåòñÿ ïðè ïîäñ÷åòå çîíû âû÷èñëåíèÿ. Êàê ñëåäñòâèå, êîëè÷å ñòâî
îáðàùåíèé ê äàò÷èêó ñëó÷àéíûõ ÷èñåë òàêæå îãðàíè÷åíî ñâåðõ ó
ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîäà.

� Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M åñòü ìîäåëü âû÷èñëåíèÿ çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � x = M (x) ñ çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ

0 1
Probf M (x) = 0 g Probf M (x) = 1 g

63
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64 Ãëàâà 9. ÊëàññBPP .

êàê ôóíêöèè îò âõîäíîãî ñëîâà x. Ñïåöèôè÷åñêîé ìåðîé ñëîæíî-
ñòè òàêèõ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî îáðàùåíèé ê äàò÷èêó
ñëó÷àéíûõ áèòîâ QM (x) � ìàêñèìóì ÷èñëà èñïîëüçîâàííûõ êëåòîê
äîïîëíèòåëüíîé ëåíòû-äàò÷èêà, âçÿòûé ïî âñåì âàðèàíòàì âû ÷èñ-
ëåíèÿ íà âõîäå x.

� Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � x ðàñïîçíàåò ÿçûê L � � � ñ âåðîÿòíîñòüþ
îøèáêè � (n), åñëè

x 2 L ) P robf � x = 1g > 1 � � (jxj);
x 62L ) P robf � x = 1g � � (jxj):

Îïðåäåëåíèå 9.1 ßçûê L � � � ïðèíàäëåæèò êëàññóBPP (îò �bounded
probabilistic polynomial�), åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ çà ïîëèíî ìèàëü-
íîå âðåìÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïîçíàþùàÿ L ñ ïîñòîÿííîé âåðîÿòíî-
ñòüþ îøèáêè � (n) = 1 =3.

9.2 ×àñòîòíûå ðàñïîçíàâàòåëè.

Îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ïåðåôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå êëàññ à BPP â
êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ñëó÷àéí îé âåëè-
÷èíû. Ðàññìîòðèì ïîëèíîì q(n), îãðàíè÷èâàþùèé ñâåðõó ÷èñëî îáðà-
ùåíèé ê äàò÷èêó âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíû M , ðàñïîçíàþùåé ÿçûê L ñ
âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè � (n).

Ïðåäèêàò R(x; y)

� jyj = q(jxj) è ìàøèíà M íà âõîäå x c ñîäåðæèìûì ëåíòû-
äàò÷èêày âîçâðàùàåò 1�

ïðèíàäëåæèò êëàññó P, ïðè÷åì

P robf M (x) = 1 g =
jf y j jyj = q(jxj); R(x; y) = 1 gj

2q(jx j)
:

Ïîýòîìó

x 2 L ) jf yjj yj= q(jx j); R(x;y )=1 gj
2q( j x j ) > 1 � � (jxj);

x 62L ) jf yjj yj= q(jx j); R(x;y )=1 gj
2q( j x j ) � � (jxj):

(9.1)

Òðîéêó (R; q; � ), ãäå R 2 P, q � ïîëèíîì, à � � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíî (9.1), óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ÷àñòîòíûì ðàñïîçíàâà-
òåëåì ÿçûêà L . Ìû òîëüêî ÷òî óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè ÿçûê ðàñïîçíàåòñÿ
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9.2. ×àñòîòíûå ðàñïîçíàâàòåëè. 65

íà âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíå Òüþðèíãà ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè � , òî îí
îáëàäàåò ÷àñòîòíûì ðàñïîçíàâàòåëåì ñ òîé æå � . Âåðíî è îáðàòíîå �
÷àñòîòíûé ðàñïîçíàâàòåëü ëåãêî ïåðåäåëàòü â âåðîÿòíîñòíó þ ìàøèíó
Òüþðèíãà, êîòîðàÿ áóäåò ðàñïîçíàâàòü òîò æå ÿçûê ñ òîé æå âåð îÿòíî-
ñòüþ îøèáêè. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå 9.1 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùå ìó:

Îïðåäåëåíèå 9.2 ßçûê L � � � ïðèíàäëåæèò êëàññó BPP , åñëè îí
îáëàäàåò ÷àñòîòíûì ðàñïîçíàâàòåëåì (R; q; � ) ñ � (n) = 1 =3.

Çíà÷åíèå êîíñòàíòû 1=3 â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ íåñóùåñòâåííî � êëàññ
íå èçìåíèòñÿ, åñëè âìåñòî íåå âçÿòü ëþáîå ÷èñëî c, 0 < c < 1=2. Çà ñ÷åò
óâåëè÷åíèÿ ñòåïåíè ïîëèíîìà q íà 1 ìîæíî ïîâûñèòü íàäåæíîñòü îòâåòà
ãîðàçäî áîëüøå:

Ëåììà 9.3 Êàæäûé ÿçûê L ñ ÷àñòîòíûì ðàñïîçíàâàòåëåì (R0; nd; 1=3)
îáëàäàåò òàêæå ÷àñòîòíûìè ðàñïîçíàâàòåëÿìè âèäà (R1; nd+1 ; (2

p
2=3)n ),

(R2; nd+2 ; (2
p

2=3)n2
), : : :.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ïðåäèêàòà R1(x; z):

1. âû÷èñëÿåì n := jxj è ïðîâåðÿåì óñëîâèå jzj = nd+1 (åñëè íå ðàâíî,
òî ðåçóëüòàò 0);

2. ðàçáèâàåì ñëîâî z íà n êóñêîâ äëèíû nd êàæäûé, yi := i -òûé
êóñîê;

3. R1(x; z) := MAJORITY (R0(x; y1); : : : ; R0(x; yn )) , ãäåMAJORITY
� áóëåâà ôóíêöèÿ ãîëîñîâàíèÿ (ìíåíèå áîëüøèíñòâà åå àðãóìå í-
òîâ).

×àñòîòà ïðàâèëüíîãî îòâåòà äëÿ R1 ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà, êàê âåðî-
ÿòíîñòü áîëåå ïîëîâèíû óñïåõîâ â ñåðèè èç n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé â
ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p = 2=3. Îíà îöåíèâàåòñÿ ñíèçó
âåëè÷èíîé 1 � � n , ãäå� = 2

p
p(1 � p) = 2

p
2=3.

Êîíñòðóêöèÿ R2 àíàëîãè÷íà, íî ñëîâî z íàäî ðàçáèâàòü íà n2 êóñêîâ
äëèíû nd êàæäûé.

Çàìå÷àíèå. Âîçìîæíîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ÿçûêîâ ñ
âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè 0 îêàçûâàþòñÿ òåìè æå, ÷òî è ó îáû÷íîãî ä å-
òåðìèíèðîâàííîãî âû÷èñëåíèÿ (ò.å. äàò÷èê ñëó÷àéíûõ áèòîâ í è÷åìó íå
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66 Ãëàâà 9. ÊëàññBPP .

ïîìîãàåò). Ýòî ñîâåðøåííî î÷åâèäíî äëÿ ôîðìàëèçìà ÷àñòîòí ûõ ðàñ-
ïîçíàâàòåëåé: äëÿ ÿçûêà L , îáëàäàþùåãî ÷àñòîòíûì ðàñïîçíàâàòåëåì ñ
íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè (R; q;0), ñïðàâåäëèâî

x 2 L , 8 yjyj= q(jx j)R(x; y) = 1 , R(x; 0q(jx j) ) = 1 ;

ò.å. L 2 P.

Çàìå÷àíèå. Òî æå ñàìîå èìååò ìåñòî è äëÿ áîëåå îáùåãî ôîðìàëèç-
ìà âåðîÿòíîñòíûõ âû÷èñëåíèé íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà ñ äîïîëíèò åëüíîé
ëåíòîé-äàò÷èêîì, îòëè÷àþùåãîñÿ îò ïðèâåäåííîãî âûøå îòñó òñòâèåì
ïîëèíîìèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà âðåìÿ âû÷èñëåíèé è ÷èñëî îáð àùåíèé
ê äàò÷èêó ñëó÷àéíûõ áèòîâ (òðåáîâàíèå ê âû÷èñëåíèþ âñåãäà çàêàí÷è-
âàòüñÿ � îñòàåòñÿ). Â ñàìîì äåëå, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x ïðè íåêîòîðîì
çàïîëíåíèè ëåíòû-äàò÷èêà áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû ïîñëåä îâàòåëüíî-
ñòüþ y âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà M äàåò íåâåðíûé îòâåò, òî òîò æå (íåâåð-
íûé) îòâåò îíà áóäåò äàâàòü ïðè çàïîëíåíèè ëåíòû-äàò÷èêà ëþ áîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ z, ñîâïàäàþùåé ñ y â áèòàõ ñ íîìåðàìè ji j � SM (x).
Ìåðà ìíîæåñòâà òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü 2� 2SM (x) > 0. Ïîýòîìó
âåðîÿòíîñòíîå âû÷èñëåíèå ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè äî ëæíî íå
äàâàòü îøèáêè íè ïðè êàêîì çàïîëíåíèè ëåíòû-äàò÷èêà. Ýòî îç íà÷àåò,
÷òî âìåñòî ñëó÷àéíîãî çàïîëíåíèÿ ìîæíî âñþ ëåíòó-äàò÷èê çà ïîëíèòü
(àëãîðèòìè÷åñêè) íóëÿìè.

9.3 Âêëþ÷åíèå BPP � P=Poly.

Ìû âèäåëè, ÷òî êàæäûé ÿçûê L 2 P îáëàäàåò àëãîðèòìîì-ðàñïîçíàâàòåëåì
ñïåöèàëüíîãî �ñõåìíîãî� âèäà:

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè âõîäíîãî ñëîâà x ÿçûêó L
ñíà÷àëà ïî n = jxj çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ âû÷èñëÿåòñÿ
íåêîòîðàÿ áóëåâà ñõåìà Sn îò n âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, à çàòåì
åé íà âõîä ïîäàþòñÿ áèòû ñëîâà x. ÐåçóëüòàòSn (x) îêàçûâà-
åòñÿ ïðàâèëüíûì îòâåòîì íà âîïðîñ � x 2 L ?�.

ßçûêè L 2 BPP óäàåòñÿ ðàñïîçíàâàòü àíàëîãè÷íûìè, íî âåðîÿò-
íîñòíûìè �ñõåìíûìè� àëãîðèòìàìè. Ðàçíèöà ñîñòîèò â òîì, ÷ò î ñõåìà â
ýòîì ñëó÷àå èìååò äîïîëíèòåëüíûå âõîäíûå ïåðåìåííûå, Sn = Sn (x; y),
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ (ò.å. y) íàäî çàäàâàòü ñëó÷àéíî, ïîëüçóÿñü äàò÷èêîì.
Òîãäà, ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ, çíà÷åíèå Sn (x; y) ñîâïàäåò ñ ïðàâèëü-
íûì îòâåòîì íà âîïðîñ � x 2 L ?�.
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9.3. Âêëþ÷åíèå BPP � P=POLY. 67

Ïîñòðîèòü �ñõåìíûé� ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì äëÿ ÿçûêà L 2 BPP
ìîæíî èç ëþáîãî åãî ÷àñòîòíîãî ðàñïîçíàâàòåëÿ (R; q(n); � (n)) . Äîñòà-
òî÷íî â êà÷åñòâå Sn (x; y) âçÿòü áóëåâó ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ ïðåäèêàò
R(x; y) ïî áèòàì ñëîâ x, jxj = n è y, jyj = q(n). Òîãäà � (n) áóäåò âåðîÿò-
íîñòüþ îøèáî÷íîãî îòâåòà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî, â ïðèíöèïå, îò îøèáêè ìî æ-
íî èçáàâèòüñÿ âîâñå ñ ïîìîùüþ õîðîøåãî ÷àñòîòíîãî ðàñïîçíà âàòåëÿ è
çàìåíû äàò÷èêà ñëó÷àéíîñòè íà ñïåöèàëüíûé äåòåðìèíèðîâàí íûé âû-
áîð çíà÷åíèé. Ýôôåêòèâíûé ñïîñîá �óëó÷øåíèÿ� ÷àñòîòíûõ ðà ñïîçíà-
âàòåëåé èçâåñòåí (ëåììà 9.3), íî äîñòàòî÷íî ðàáîòîñïîñîáíî é ìåòîäèêè
âûáîðà äîïîëíèòåëüíûõ áèòîâ íåò.

Òåîðåìà 9.4 BPP � P=Poly.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L 2 BPP . Ïî ëåììå 9.3 äëÿ L ñóùåñòâóåò
÷àñòîòíûé ðàñïîçíàâàòåëü âèäà (R; q(n); (2

p
2=3)n2

). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Y(x) ìíîæåñòâî

f y j jyj = q(jxj) è çíà÷åíèå R(x; y) ïðîòèâîïîëîæíî � x 2 L � g:

Äîëÿ ìíîæåñòâà Y(x) ñðåäè âñåõ ñëîây äëèíû q(n) íå áîëüøå (2
p

2=3)n2

è
(2

p
2=3)n2

� 2n < 1 ïðè n > n 0:

Îòñþäà äëÿ êàæäîãî n > n 0 íàéäåòñÿ äâîè÷íîå ñëîâî yn òàêîå, ÷òî

jyn j = q(n); yn 62
[

jx j= n

Y(x):

Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ

jxj = n > n 0 ) (x 2 L , R(x; yn ) = 1) :

Ïóñòü n äîñòàòî÷íî âåëèêî. Òàê êàê R 2 P � P=Poly, òî ñóùåñòâóåò
áóëåâà ñõåìà ðàçìåðàpoly(jxj + jyj), âû÷èñëÿþùàÿ ïðåäèêàò R ïî áèòàì
ñëîâà xy. Ïðè jyj = q(jxj) ðàçìåð ýòîé ñõåìû îöåíèâàåòñÿ ïîëèíîìîì îò
äëèíû x. Åñëè âçÿòüy = yn , ãäå n = jxj, è äîáàâèòü q(n) + const îïå-
ðàòîðîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ áèòîâ ñëîâà yn (îíî îäíî äëÿ âñåõ x äëèíû n),
òî ïîëó÷èòñÿ ñõåìà ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà, âû÷èñëÿþùàÿ ï ðåäèêàò
� x 2 L � íà ñëîâàõ äëèíû n.
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Ãëàâà 10

Âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì
ðàñïîçíàâàíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë.

10.1 Ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ÷èñåë.

Ôàêò 1 (Ñëåäñòâèå èç Êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ) Ïóñòü n =
u � v, (u; v) = 1 . Òîãäà

(ZZ n ; + ; �) �= (ZZ u ; + ; �) � (ZZ v ; + ; �)

è îòîáðàæåíèå k 7! (k mod u ; k mod v) åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé
èçîìîðôèçì.

Ôàêò 2 (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà) Åñëè n � ïðîñòîå è íå ÿâëÿåòñÿ äå-
ëèòåëåì a, òî an� 1 � 1(mod n).

Ôàêò 3 (Òðèâèàëüíûé) Åñëè b2 � 1(mod n), à b 6� � 1(mod n), òî n �
ñîñòàâíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êîëüöå ZZ n èìååì ðàçëîæåíèå 0 â ïðîèçâåäåíèå
íåíóëåâûõ ñîìíîæèòåëåé, (b� 1)(b+ 1) = b2 � 1 = 0; ïîýòîìó ZZ n íå ïîëå
è n � ñîñòàâíîå.

69
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70 Ãëàâà 10. Ðàñïîçíàâàíèå ïðîñòîòû.

10.2 Èçâëå÷åíèå êîðíåé.

Ëåììà 10.1 Çàäà÷à ïîèñêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

xk = n; k; n 2 N;

â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøàåì ýòî óðàâíåíèå ïðèáëèæåííî ìåòîäîì ïîëî-
âèííîãî äåëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ 1. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå êîðíÿ � îòðåçîê
[a; b] := [1 ; n]. Ïðè âû÷èñëåíèè ñåðåäèíû îòðåçêà îêðóãëÿåì äî öåëîãî
÷èñëà, ò.å.c := [( a + b)=2]. Äëÿ âûáîðà î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ (îäíîãî
èç îòðåçêîâ [a; c] èëè [c; b] â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà ïðîâåðêè óñëîâèÿ
� ck < n �) âû÷èñëÿåì ck , ïîëüçóÿñü äâîè÷íûì ðàçëîæåíèåì ÷èñëà k:

k = 2 l1 + : : : + 2 l t ; ck = c2l 1 � : : : � c2l t ;

à c2l
âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíûì âîçâåäåíèåì â êâàäðàò. Ïðè ýòî ì

ïðåðûâàåì âû÷èñëåíèå, åñëè òåêóùèé ðåçóëüòàò ñòàë áîëüøå n. Ïîëó-
÷èòñÿ íå áëåå(l1 + : : : + l t + t) = O(log k) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ ÷èñåë,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ n. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïðèáëèæåíèÿ òî÷íîñòè (b� a) = 1 åñòüO(log n). Èòîãî, O((log k+log n)2)
îïåðàöèé. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, íå ÿâëÿåòñÿ ëè îäíî èç ÷èñåë a; bòî÷íûì
ðåøåíèåì, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü òàêèì æå îáðàçîì çà òî æå âðåìÿ.

Ìåòîä ëåãêî ïðîãðàììèðóåòñÿ íà ÿçûêå òèïà BASIC. Äîêàçàòåëü -
ñòâî çàâåðøàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìîäåëèðîâàíèåì ýòîãî ÿçûêà ì àøèíàìè
Òüþðèíãà.

10.3 Âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë.

Âõîä: íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî îòâåòà ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè < 2� d

ïîâòîðèòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ d ðàç. Åñëè íè ðàçó íå
óäàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî ÷èñëî n � ñîñòàâíîå, òî ñ÷èòàòü åãî ïðîñòûì.

1. Ïðîâåðêà n íà ÷åòíîñòü (åñëè ÷åòíîå, òî ñîñòàâíîå).

2. Ïðîâåðÿåì, ÷òî n íå ïðåäñòàâèìî â âèäå xk äëÿ íåêîòîðûõ íàòó-
ðàëüíûõ x è k > 1 (äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü k = 2 ; : : : ; [log2 n]). Åñëè
ïðåäñòàâèìî, òî îíî ñîñòàâíîå.
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10.4. Âåðèôèêàöèÿ àëãîðèòìà. 71

3. Ïðåäñòàâëÿåì ÷åòíîå ÷èñëî n � 1 â âèäå 2k � l , ãäå k > 0, à l �
íå÷åòíî.

4. Âûáèðàåì a ñëó÷àéíî èç ÷èñåë 1; : : : ; n � 1.

5. Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì al ; a2�l ; a22 �l ; : : : ; an� 1 ïî ìîäóëþ n è
èùåì òàêîå j < k , ÷òî

a2j �l 6� � 1(mod n); a2j +1 �l � 1(mod n):

Åñëè íàøëè, òî n � ñîñòàâíîå (Ôàêò 3).

6. Ïðåäûäóùèé øàã çàêîí÷èëñÿ âû÷èñëåíèåì an� 1 mod n. Åñëèan� 1 6�
1(mod n), òî n � ñîñòàâíîå (Ôàêò 2).

10.4 Âåðèôèêàöèÿ àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 10.2 Åñëè ÷èñëî n > 2 � ïðîñòîå, òî àëãîðèòì óñòàíîâèò
ýòî. Åñëè ÷èñëî n ñîñòàâíîå, òî àëãîðèòì óñòàíîâèò ýòî ñ âåðîÿò-
íîñòüþ, íå ìåíüøåé, ÷åì 1 � 2� d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòîãî n àëãîðèòì íèêîãäà
íå îáúÿâèò åãî ñîñòàâíûì. Íåïðàâèëüíûé îòâåò ìîæåò ïîëó÷èò üñÿ òîëü-
êî â ñëó÷àå íå÷åòíîãî ñîñòàâíîãî n = u � v, íîä (u; v) = 1 . Ïîêàæåì, ÷òî
âåðîÿòíîñòü íåïðàâèëüíîãî îòâåòà â ýòîì ñëó÷àå (ò.å. îáúÿâë åíèÿ äàí-
íîãî ñîñòàâíîãî ÷èñëà n ïðîñòûì) ïðè îäíîé èòåðàöèè øàãîâ 1 � 6 íå
ïðåâîñõîäèò 1/2. Òîãäà ïîñëå d èòåðàöèé ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòü îøèáêè
íå áîëåå 2� d.

Ïóñòü � îçíà÷àåò ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ n. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íîä (a; n) >
1 äëÿ âûáðàííîãî íà øàãå 4 ÷èñëà a, òî an� 1 6� 1, ò.ê. ïðè a = a1 � c,
n = n1 � c

an� 1 � 1 ) n1 � an� 1
1 � cn� 1 � n1 � 0:

Íà øàãå 6 ýòî áóäåò îáíàðóæåíî è àëãîðèòì äàñò ïðàâèëüíûé îòâ åò. Ïî-
ýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ïîëîâè íû ÷èñåë
èç ìíîæåñòâà

G = f a j 1 � a < n; íîä (a; n) = 1 g

øàãè 5, 6 òàêæå ïðèâåäóò ê ïðàâèëüíîìó îòâåòó (ò.å. îáíàðóæàò íåïðî-
ñòîòó n). Çàìåòèì, ÷òî G ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåí-
òîâ êîëüöà ZZ n , ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé ýòîãî êîëüöà.
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72 Ãëàâà 10. Ðàñïîçíàâàíèå ïðîñòîòû.

Äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû (H; �) îáîçíà÷èì

H i = f x i j x 2 H g:

Òîãäà H i � åå ïîäãðóïïà, à îòîáðàæåíèå x 7! x i åñòü ãîìîìîðôèçì H íà
H i . Ïðè ýòîì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà f x 2 H j x i = hg îäíà è òà æå äëÿ
âñåõh 2 H i . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî H i � (H i )2 = H 2i .

Ïóñòü U è V � ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû êîëåö âû÷åòîâ ZZ u è ZZ v

ñîîòâåòñòâåííî. Èç Ôàêòà 1 ñëåäóåò, ÷òî G �= U � V ïîñðåäñòâîì îòîá-
ðàæåíèÿ ' (x) = ( x mod u ; x mod v). Ðàññìîòðèì óáûâàþùèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïîäãðóïï

Gl � G2�l � G22 �l � : : : � G2k �l = Gn� 1 � f 1g;

U l � U2�l � U22 �l � : : : � U2k �l = Un� 1 � f 1g;

V l � V 2�l � V 22 �l � : : : � V 2k �l = V n� 1 � f 1g;

' (G2j �l ) = U2j �l � V 2j �l ; j = 0 ; : : : ; k:

Ïðè âûáîðå êàêèõ a 2 G øàãè 5, 6 íå äîïóñêàþò îøèáêè, ò.å. îáúÿâ-
ëÿþò ñîñòàâíîå ÷èñëî n = u � v òàêîâûì? Ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà a åñòü
ðåøåíèå îäíîãî èç óðàâíåíèé

øàã 5: x2j �l � g; ãäå g 2 G2j �l ; 0 � j < k;
g 6� � 1; g2 � 1;

(10.1)

øàã 6: xn� 1 � g; ãäåg 2 Gn� 1; g 6= 1 : (10.2)

Ñàì íàáîð óðàâíåíèé çàâèñèò îò n.
Ñëó÷àé 1: Un� 1 6= f 1g èëè V n� 1 6= f 1g. Òîãäà Gn� 1 �= Un� 1 � V n� 1

òàêæå ñîäåðæèò ýëåìåíòû, îòëè÷íûå îò 1. Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

M g = f x 2 G j xn� 1 = gg; g 2 Gn� 1

îáðàçóåò ðàçáèåíèåG íà ÷àñòè ïî jGj=jGn� 1j ýëåìåíòîâ êàæäàÿ. Ñðåäè
ýëåìåíòîâ a 2 G òîëüêî ýëåìåíòû M 1 íå óäîâëåòâîðÿþò íè îäíîìó èç
óðàâíåíèé (10.2). ×àñòåé íå ìåíåå äâóõ. Ïîýòîìó íå ìåíåå ïîëî âèíû
ýëåìåíîâ G óäîâëåòâîðÿþò õîòÿ áû îäíîìó èç óðàâíåíèé (10.2). Åñëè íà
øàãå 4 áóäåò âûáðàí îäèí èç íèõ, òî íà øàãå 6 ÷èñëî n áóäåò îáúÿâëåíî
ñîñòàâíûì (ïðàâèëüíûé îòâåò).

Ñëó÷àé 2: Un� 1 = V n� 1 = f 1g. Çàìåòèì, ÷òî U l 6= f 1g è V l 6= f 1g,
òàê êàê l � íå÷åòíîå è � 1 ïðèíàäëåæèò èì îáîèì (ïîä � 1 ïîíèìàåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèé âû÷åò ïî ìîäóëþ n, ò.å. � 1 � (n � 1)). Ïîýòîìó

j 0 = min f s j U2s �l = V 2s �l = f 1gg � 1 � 0:
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10.5. Îöåíêà ñëîæíîñòè. 73

Ïóñòü t = 2 j 0 � l . Ìíîæåñòâà Gt , U t , V t ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè ðàññìàòðèâà-
åìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïîäñëó÷àé 2.1: îäíî èç ìíîæåñòâ U t , V t åñòü f 1g. Â ýòîì ñëó÷àå
� 1 62Gt , ò.ê. (� 1; � 1) 62U t � V t (èçîìîðôèçì ' ïåðåâîäèò Gt â U t � V t ,
à ' (� 1) = ( � 1; � 1) ). Ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1. Ðàññìîòðèì
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà G íà ðàâíîìîùíûå ÷àñòè

M g = f x 2 G j x t = gg; g 2 Gt : (10.3)

×àñòåé íå ìåíåå äâóõ è òîëüêî ýëåìåíû îäíîé èç íèõ ( M 1) íå óäîâëå-
òâîðÿþò íè îäíîìó èç óðàâíåíèé (10.1) ïðè j = j 0. Ïîýòîìó ïî êðàéíåé
ìåðå äëÿ ïîëîâèíû ýëåìåíòîâ a 2 G âåðíî, ÷òî åñëè íà øàãå 4 áóäåò
âûáðàí èìåííî , òî íà øàãå 5 îáíàðóæèòñÿ, ÷òî a2j 0 �l 6� � 1; a2j 0+1 �l � 1,
è ÷èñëî n áóäåò îáúÿâëåíî ñîñòàâíûì.

Ïîäñëó÷àé 2.2: jU t j > 1, jV t j > 1. Òîãäà jGt j = jU t j � j V t j � 4. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â ðàçáèåíèè (10.3) ÷àñòåé íå ìåíåå ÷åòûðåõ è òîë üêî ýëå-
ìåíòû îäíîé èëè äâóõ èç íèõ ( M 1 è ìîæåò áûòü M � 1) íå óäîâëåòâîðÿþò
íè îäíîìó èç óðàâíåíèé (10.1) ïðè j = j 0. Äàëåå ïîâòîðÿåì òå æå ðàñ-
ñóæäåíèÿ.

10.5 Îöåíêà ñëîæíîñòè.

Òåîðåìà 10.3 Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó BPP . 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì âðåìåííóþ ñëîæíîñòü âåðîÿòíîñòíîãî àëãî-
ðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. ×èñëî èòåðàöèé d ñ÷èòàåì ôèê-
ñèðîâàííûì. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî øàãè 1�6 ìîäåëèðóþòñ ÿ âåðîÿò-
íîñòíîé ìàøèíîé Òüþðèíãà çà âðåìÿ, îöåíèâàåìîå ñâåðõó ïîëè íîìîì îò
logn. Ýòî î÷åâèäíî äëÿ âñåõ øàãîâ, êðîìå øàãà 4, ãäå òðåáóåòñÿ âû÷ èñ-
ëèòü çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P robf � = ag = 1=N; a = 1 ; : : : ; N

(ïðè N = n � 1). Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ñíàáæåíà ëåíòîé-
äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ áèòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåãêî ìîäåëèðîâàò ü ëèøü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè çíà÷åí èé. Çäåñü
æå ÷èñëî N ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.

1Ñì. ñíîñêó íà ñòð. 55.
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74 Ãëàâà 10. Ðàñïîçíàâàíèå ïðîñòîòû.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïîêàçàëè, ÷òî àëãîðèòì íà âõîäå n äî-
ïóñêàåò îøèáêó òîëüêî òîãäà, êîãäà âûáðàííîå çíà÷åíèå a ïðèíàäëåæèò
íåêîòîðîìó (îïðåäåëÿåìîìó ïî n) ìíîæåñòâó M , ïðè÷åì jM j � N=2.
Îòñþäà áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó âåðîÿòíîñòè îøèáêè (P robf � 2
M g)d � (1=2)d. Åñëè âçÿòü ëþáîå äðóãîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû � , òî îöåíêà

(Âåðîÿòíîñòü îøèáêè) � (P robf � 2 M g)d

ñîõðàíèòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷í î íàó÷èòü-
ñÿ âû÷èñëÿòü íà âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíå Òüþðèíãà çà âðåìÿ poly(log N )
çíà÷åíèå êàêîé-íèáóäü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � 0 2 f 1; : : : ; N g ñ Probf � 0 2
M g � p < 1 (p íå çàâèñèò îò N ), à çàòåì âûáðàòü â àëãîðèòìå ïàðàìåòð
d èç óñëîâèÿ pd < 1=3.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � 0:

Âõîä: ÷èñëî N . Âûáèðàåì ÷èñëî m èç óñëîâèÿ 2m� 1 < N � 2m

è ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ áèòîâ ïîðîæäàåì ñëó÷àéíîå
äâîè÷íîå ñëîâî v äëèíû m. Ïóñòü ÷èñëî k òàêîâî, ÷òî v åñòü
äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà k � 1 (ñ ëèäèðóþùèìè íóëÿìè). Åñëè
k � N , òî ðåçóëüòàòîì îáúÿâëÿåì k, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �
÷èñëî 1.

Âåëè÷èíà � 0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà f 1; : : : ; N g, ïðè÷åì
âåðîÿòíîñòü êàæäîãî çíà÷åíèÿ íå ìåíüøå 2� m . Îòñþäà

Probf � 0 2 M g � 1 �
N
2

� 2� m � 3=4:

Êîëè÷åñòâî îáðàùåíèå ê äàò÷èêó ñëó÷àéíûõ áèòîâ è îáùåå âðåì ÿ ðàáî-
òû ýòîãî àëãîðèòìà åñòü O(log N ). Åñëè øàã 4 â àëãîðèòìå ðàñïîçíàâà-
íèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ðåàëèçîâàòü òàêèì îáðàçîì, òî d ìîæíî âçÿòü ðàâíûì
4.
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Ãëàâà 11

Êîíå÷íûå èãðû è êëàññ PH.

11.1 Êîíå÷íûå èãðû.

Èãðàþò äâà èãðîêà (À) è (Ì). Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ èãðû çàä àåòñÿ
âõîäíûì ñëîâîì x 2 f 0; 1g� . Ïðàâèëà èãðû ñïåöèôèöèðóþòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè ïàðàìåòðàìè:

� ôèêñèðîâàííûì (êîíå÷íûì) êîëè÷åñòâîì õîäîâ k è óêàçàíèåì, êòî
íà÷èíàåò;

� ïîëèíîìîì p, çàäàþùèì äëèíó îäíîãî õîäà êàê ôóíêöèþ îò jxj;
õîä � ýòî ñëîâî â àëôàâèòå f 0; 1g äëèíû p(jxj);

� ïðåäèêàòîì R 2 P, çàäàþùèì óñëîâèå âûèãðûøà (Ì) ïðè äàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ w1; b1; w2; b2; : : :,

R = R(x; w1; b1; w2; b2; : : :):

(Êîëè÷åñòâî àðãóìåíòîâ ôèêñèðîâàíî, îíî íà åäèíèöó áîëüøå ÷èñ-
ëà õîäîâ.)

Èãðîêè ïî î÷åðåäè îáìåíèâàþòñÿ õîäàìè. Êàæäûé õîä � ñëîâî äë èíû
p(jxj). Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïàðòèè ñ ïîìîùüþ ïðåäèêàòà R âû÷èñëÿåòñÿ,
êòî âûèãðàë. Òàêàÿ èãðà íàçûâàåòñÿêîíå÷íîé èãðîé èëè îãðàíè÷åííûì
äåòåðìèíèðîâàííûì èíòåðàêòèâíûì ïðîòîêîëîì .

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âàðèàíòîâ ðîçûãðûøà, íà÷èíàþùèõñÿ ñ äàí íîé
íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè x, óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå â âèäåäåðåâà èã-
ðû. Ýòî äåðåâî ïîðÿäêà âåòâëåíèÿ 2p(jx j) , âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâó-
þò âñåâîçìîæíûì �ïðîìåæóòî÷íûì� êîíôèãóðàöèÿì, ò.å. ñîñòî ÿíèÿì
èãðû, âîçíèêàþùèì ïîñëå i ïðîèçâîëüíûõ õîäîâ, i � k.
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Ðèñ. 11.1: Äåðåâî èãðû.

11.2 Îïðåäåëåíèå êëàññà PH.

Ïóñòü íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ x ôèêñèðîâàíà. Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæ-
íûõ ïàðòèé êîíå÷íî, ïîýòîìó äëÿ îäíîãî èç èãðîêîâ îáÿçàòåëü íî ñóùå-
ñòâóåò âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ � ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ åãî î÷ åðåäíîé
õîä ïî âñåì ïðåäûäóùèì õîäàì òàê, ÷òî åñëè ðóêîâîäñòâîâàòüñ ÿ åé ïðè
âûáîðå õîäîâ, òî èãðîê îáÿçàòåëüíî âûèãðàåò.

Ïðèìåð. Åñëè õîäîâ 2 è íà÷èíàåò (A), òî âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ
F äëÿ (Ì) � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïî êàæäîìó âîçìîæíîìó õîäó w1

èãðîêà (A) âû÷èñëÿåò îòâåòíûé õîä b1 äëÿ èãðîêà (M). Îíà äîëæíà óäî-
âëåòâîðÿòü óñëîâèþ 8wjwj= p(jx j)R(x; w; F (w)) : Òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòóåò,
åñëè

8wjwj= p(jx j)9bjbj= p(jx j)R(x; w; b):

Äëÿ òîé æå èãðû âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ (A) � ýòî ôóíêöèÿ, êî òî-
ðàÿ ïî ïóñòîìó ñëîâó (èãðîê (A) õîäèò ïåðâûì) âû÷èñëÿåò ïðàâ èëüíûé
ïåðâûé õîä. Îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 8bjbj= p(jx j) : R(x; F ( ) ; b):
Âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ (A) ñóùåñòâóåò, åñëè

9wjwj= p(jx j)8bjbj= p(jx j) : R(x; w; b):

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ äâóõ ñòðàòåãèé âçàèìíî
äîïîëíÿþùèå.

Îïðåäåëåíèå 11.1 ßçûê L 2 f 0; 1g� ðàñïîçíàåòñÿ èãðîé, åñëè óñëîâèå
� x 2 L � ðàâíîñèëüíî �äëÿ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè x èãðîê (Ì) îáëà-
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11.2. Îïðåäåëåíèå êëàññà PH . 77

äàåò âûèãðûøíîé ñòðàòåãèåé�. Ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ ÿçûêîâ î áðàçóåò
êëàññPH .

Çàìå÷àíèå. Îáîçíà÷åíèå äëÿ êëàññà PH ïðîèñõîäèò îò òåðìèíà
ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ (Polynomial Hierarchy), îáñóæäàåìî ãî â ñëå-
äóþùåé ëåêöèè. Ñîáñòâåííî ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ åñòü íà áîð ñëîæ-
íîñòíûõ êëàññîâ, ñòðóêòóðèðóþùèõ êëàññ PH , à ýëåìåíòû L 2 PH �
ýòî âñå ÿçûêè, ñëîæíîñòü êîòîðûõ ìîæåò áûòü èçìåðåíà ñ ïîìîù üþ ïî-
ëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè.

Èíòåðïðåòàöèÿ. Èãðîêè - þíûé Àðòóð è åãî ó÷èòåëü Ìåðëèí. Âå-
ëèêèé Ìåðëèí îáëàäàåò íåîãðàíè÷åííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè âî çìîæíî-
ñòÿìè, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò âû÷èñëÿòü âûèãðûøíûå ñòðàòåãèè, êîãäà îíè
ñóùåñòâóþò. Îí çíàåò, ÷òî x 2 L è õî÷åò ïåðåäàòü ýòî çíàíèå Àðòóðó.
Âîçìîæíîñòè Àðòóðà ìåíüøå � äîñòóïíûå åìó âû÷èñëåíèÿ ïîëèí îìè-
àëüíî îãðàíè÷åíû ïî âðåìåíè. Ïðè ýòîì îí íå âïîëíå äîâåðÿåò Â åëè-
êèì è õî÷åò ïîëó÷èòü íå òîëüêî ñàì ôàêò, íî è íåêîòîå äîñòóïíî å åìó
ïîäòâåðæäåíèå. Íî îí � Èçáðàííûé è îáû÷íî äîáèâàåòñÿ óñïåõà , åñëè
òîëüêî ýòî âîçìîæíî. Çà íåãî ôàêòè÷åñêè èãðàåò Ïðîâèäåíèå, êîòîðîå
íå ñëàáåå Ìåðëèíà. Ñîáñòâåííûõ ñèë Àðòóðó õâàòàåò ëèøü íà òî , ÷òîáû
ïðîñëåäèòü çà ïðàâèëüíîñòüþ ïðèñóæäåíèÿ âûèãðûøà ïîñëå îê îí÷àíèÿ
èãðû. Â òàêîé ñèòóàöèè (ïîêà Ïðîâèäåíèå íå ïîêèíóëî Àðòóðà) â êà-
÷åñòâå ïîäòâåðæäåíèÿ Ìåðëèíó îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì âûè ãðàòü ó
Àðòóðà â ñîîòâåòñòâóþùåé èãðå, õîòÿ íà ñàìîì äåëå Àðòóð ïîëó ÷àåò
çíàíèå

�åñëè îí âñå åùå Èçáðàííûé, òî x 2 L �

è âûíóæäåí âå÷íî ñîìíåâàòüñÿ.
Íàïðèìåð, îíè èçó÷àþò òàêòèêó çàõâàòà çàìêîâ. Íà÷àëüíîé êî íôè-

ãóðàöèåé èãðû ñëóæèò ïëàí çàìêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïîñî áîâ çàùè-
òû è íàïàäåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìíîãî. Ìåðëèí èìèòèðóåò çàù èòíèêîâ
è ñòàðàåòñÿ óáåäèòü Àðòóðà, ÷òî çàìîê íåïðèñòóïåí. Îí ðàññò àâëÿåò
ñèëû çàùèòíèêîâ, à Àðòóð ïðåäëàãàåò ïëàí àòàêè, ïîñëå ÷åãî ð àçûãðû-
âàåòñÿ ñðàæåíèå (çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ). Ïîëó÷àåòñÿ äâó õõîäîâàÿ
èãðà, ðàñïîçíàþùàÿ ïðåäèêàò �çàìîê x íåïðèñòóïåí�.

Çàìå÷àíèå. Äâå èãðû áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ðàñ-
ïîçíàþò îäèí è òîò æå ÿçûê. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çà ñ÷åò äîáàâëåí èÿ îä-
íîãî õîäà â íà÷àëå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ëþáóþ îãðàíè÷åííóþ è ãðó â
ýêâèâàëåíòíóþ, â êîòîðîé íà÷èíàåò çàäàííûé èãðîê, íàïðèìå ð, (Ì). Ñî-
îòâåòñòâóþùèé ïðåäèêàò âûèãðûøà ïðîñòî áóäåò çàâèñåòü îò ä îáàâëåí-
íîãî õîäà ôèêòèâíî. Àíàëîãè÷íî ìîæíî óïðàâëÿòü âûáîðîì ïîñ ëåäíåãî
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78 Ãëàâà 11. Êîíå÷íûå èãðû è êëàññ PH .

õîäà. Ìîæíî òàêæå ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîâûñèòü ñòåïåíü ïîëèí îìà, çà-
äàþùåãî äëèíó õîäà, è/èëè êîëè÷åñòâî õîäîâ, ò.ê. ëèøíèå áèòû ìîæåò
îòáðàñûâàòü �ñàì� ïðåäèêàò âûèãðûøà.

Çàìå÷àíèå. Ñëåäóþùèå ìîäèôèêàöèè ïðàâèë èãðû ëåãêî ìîäåëè-
ðóþòñÿ èñõîäíûìè (çà ñ÷åò ìîäèôèêàöèè ïðåäèêàòà âûèãðûøà) : (à) äëè-
íà õîäà íå â òî÷íîñòè ðàâíà, à íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû p(jxj); (á) êî-
ëè÷åñòâî õîäîâ íå ôèêñèðîâàíî, à çàâèñèò îò âõîäíîãî ñëîâà, íî îãðà-
íè÷åíî ñâåðõó êîíñòàíòîé. Áîëåå òî÷íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñë è ÿçûê L
ðàñïîçíàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîé èãðîé, òî ñóùåñòâóåò ñòàíä àðòíàÿ êî-
íå÷íàÿ èãðà, êîòîðàÿ òàêæå ðàñïîçíàåò L . Èäåè ìîäåëèðîâàíèÿ òàêîâû:

(a) Äëèíà õîäà â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàíäàðòíîé èãðå áóäåò nc+1 , ãäåc
åñòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà p. Õîä v = v1 : : : vk 2 f 0; 1g� , jvj � p(jxj)
ìîäèôèöèðîâàííîé èãðû ìîäåëèðóåòñÿ â ñòàíäàðòíîé èãðå õîä îì

v1v1 : : : vkvk01 00: : : 0| {z }
jx jc+1 � 2k� 2

:

�Ñòàíäàðòíûé� ïðåäèêàò âûèãðûøà ñíà÷àëà ïî ñâîèì àðãóìåíò àì
âîññòàíàâëèâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ ìîäèôèöèðîâàí íîé èã-
ðû, à çàòåì âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå �ìîäèôèöèðîâàííîãî� ïðåäèê àòà
âûèãðûøà íà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

(á) Ïðè òàêîé ìîäèôèêàöèè ïðåäèêàò âûèãðûøà èìååò äâà àðãóì åíòà
� íà÷àëüíóþ êîíôèãóðàöèþ x è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ w1b1w2b2 : : :,
çàïèñàííóþ îäíèì ñëîâîì áåç ðàçäåëèòåëåé. Åãî çíà÷åíèå âû÷ èñ-
ëÿåòñÿ ïîñëå êàæäîãî õîäà, à íå òîëüêî â êîíöå ïàðòèè. Îêîí÷à -
íèå ïàðòèè ïðîèñõîäèò, êîãäà çíà÷åíèå ïðåäèêàòà âûèãðûøà ï îñëå
î÷åðåäíîãî õîäà ñòàëî 1 èëè êîãäà ÷èñëî õîäîâ äîñòèãëî ìàêñè -
ìàëüíîãî, äîïóñòèìîãî äëÿ äàííîé èãðû (k). Â ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòàíäàðòíîé èãðå âñå ïàðòèè � ïî k õîäîâ. �Còàíäàðòíûé� ïðåäè-
êàò âûèãðûøà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(x; w1) _ R(x; w1b1) _ R(x; w1b1w2) _ : : :
| {z }

k ðàç

:

11.3 Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî \ , [ è (�)c.

Ëåììà 11.2 Åñëè L 1; L 2 2 PH , òî L 1 \ L 2; L 1 [ L 2; L c
1 2 PH .
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11.3. Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî \ , [ è (�)C . 79

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé \ . Äëÿ ÿçûêîâ L 1; L 2 âûáåðåì ðàñïîçíàþùèå
èõ èãðû òàê, ÷òîáû äëèíû õîäîâ â íèõ áûëè îäèíàêîâûìè, à ïîñëå äíèé
õîä ïåðâîé äåëàë íå òîò èãðîê, êîòîðûé íà÷èíàåò âòîðóþ. Ïîñë åäîâà-
òåëüíîñòü õîäîâ äëÿ èãðû, ðàñïîçíàþùåé L 1 \ L 2, áóäåò ñîñòîÿòü èç ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ ïåðâîé èãðû ! 1 , êîòîðàÿ ïðîäîëæàåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ õîäîâ âòîðîé èãðû � ! 2. Â êà÷åñòâå ïðåäèêàòà âûèãðûøà
ñëåäóåò âçÿòüR1(x; ! 1) ^ R2(x; ! 2), ãäå R1; R2 � ïðåäèêàòû âûèãðûøà
ïåðâîé è âòîðîé èãð.

Ñëó÷àé [ . Äëÿ ÿçûêîâ L 1; L 2 âûáåðåì ðàñïîçíàþùèå èõ èãðû òàê,
÷òîáû ó íèõ ñîâïàäàëè äëèíû è êîëè÷åñòâà õîäîâ, ïðè÷åì â îáåè õ èã-
ðàõ ïåðâûé õîä äåëàë (A). Êîëè÷åñòâî õîäîâ â èãðå äëÿ L 1 [ L 2 áóäåò
íà åäèíèöó áîëüøå, à äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé õîä z áóäåò äåëàòü (Ì).
Ïðåäèêàò âûèãðûøà R(x; z; ! ) áóäåò

( (z = 0 : : : 0) ^ R1(x; ! ) ) _ ( (z 6= 0 : : : 0) ^ R2(x; ! ) ) :

Ñëó÷àé äîïîëíåíèÿ. Äîñòàòî÷íî ïåðåäàòü ïðàâî ïåðâîãî õîäà äðóãî-
ìó èãðîêó, à â êà÷åñòâå ïðåäèêàòà âûèãðûøà âçÿòü: R1(x; ! ).
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Ãëàâà 12

Ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ.

12.1 Êëàññû ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè

Óñëîâèìñÿ ïèñàòü 9pz âìåñòî 9zjzj= p(jx j) è 8pz âìåñòî 8zjzj= p(jx j) .

Îïðåäåëåíèå 12.1 Ðàññìîòðèì ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ âûèãðûøíûõ ñòðàòåãèé äëÿ (Ì) â n-õîäîâîé èãðå (ò.å. óñëîâèÿ
� x 2 L � ). Åñëè â èãðå íà÷èíàåò (Ì), òî îíî èìååò âèä

9pw18pb19pw2 : : : R(x; w1; b1; w2; : : :); R 2 P; (12.1)

ãäå êîëè÷åñòâî êâàíòîðîâ ðàâíî n. Òàêèå èãðû (ïîëèíîì p è ïðåäèêàò
R 2 P � ëþáûå) íàçûâàþòñÿ � p

n -èãðàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå ÿçûêè îáðà-
çóþò êëàññ ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè � p

n . Äëÿ èãðû, â êîòîðîé íà÷èíàåò
(À), ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå áóäåò

8pw19pb18pw2 : : : R(x; w1; b1; w2; : : :); R 2 P (12.2)

ñ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé äëèíû n. Ýòè èãðû íàçûâàþòñÿ � p
n -èãðàìè, à

ñîîòâåòñòâóþùèå ÿçûêè ñîñòàâëÿþò êëàññ � p
n .

Çàìå÷àíèå. Ñàìî ïîíÿòèå èãðû â îïðåäåëåíèè êëàññîâ ïîëèíîìè-
àëüíîé èåðàðõèè ôîðìàëüíî íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì � êëàññ � p

n ñîñòî-
èò èç âñåõ ïðåäèêàòîâ âèäà (12.1), à êëàññ� p

n � âèäà (12.2), ãäå n åñòü
äëèíà êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âåðõíèé èíä åêñ p â
îáîçíà÷åíèÿõ êëàññîâ ïðîèñõîäèò îò ñëîâà �polynomial� è íå îáî çíà÷àåò
êîíêðåòíûé ïîëèíîì. Íàïðèìåð, â êëàññ � p

n ïîïàäàþò âñå ïðåäèêàòû
âèäà (12.1) äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïîëèíîìîâ p(n) = nc, c = 1 ; 2; : : :.

Çàìå÷àíèå. Ýêâèâàëåíòíûå ëîãè÷åñêèå îïèñàíèÿ ýòèõ êëàññîâ ïî-
ëó÷àòñÿ òàêæå â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

81
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82 Ãëàâà 12. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ.

� åñëè âìåñòî êâàíòîðîâ 9p, 8p èñïîëüçîâàòü (âñþäó èëè â íåêîòîðûõ
ìåñòàõ) 9zjzj<p (jx j) , 8zjzj<p (jx j) ;

� åñëè ðàçðåøèòü â ôîðìóëàõ (12.1), (12.2) íåñêîëüêî îäíîèìåíí ûõ
êâàíòîðîâ ïîäðÿä (â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåð n åñòü êîëè÷åñòâî ÷åðå-
äîâàíèé êâàíòîðîâ);

� è òî è äðóãîå îäíîâðåìåííî.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæíîñòè ÿçûêà L êëàññó
ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ïðåäèêàò � x 2 L � â
âèäå (12.1) èëè (12.2) íå äëÿ âñåõ, à òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî äëèí íûõ ñëîâ
x, jxj > n 0. Òàêîå �íåïîëíîå� ïðåäñòàâëåíèå ëåãêî ïåðåäåëàòü â �ïîëíî å�,
ïåðåîïðåäåëèâ çíà÷åíèå ïðåäèêàòà R äëÿ êîðîòêèõ ñëîâ x ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

R(x; : : :) :=
�

1; åñëèjxj � n0 è x 2 L;
0; åñëèjxj � n0 è x 62L:

12.2 Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòà êëàññîâ ïîëèíîìèàëü-
íîé èåðàðõèè.

Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà êëàññîâ� p
n è � p

n ñîáðàíû â ñëåäóþùåé ëåììå è
îòðàæåíû íà Ðèñ.12.1

Ëåììà 12.2 (Ñòðóêòóðà PH .)

� � p
n = co-� p

n ;

� � p
n [ � p

n � � p
n+1 \ � p

n+1 ;

� � p
0 = � p

0 = P; � p
1 = NP ;

�
S

n (� p
n [ � p

n ) =
S

n � p
n =

S
n � p

n = PH .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèé.

Çàìå÷àíèå. Â ëåììå ðå÷ü èäåò ïðî íåñòðîãîå âêëþ÷åíèå. Ïðî ëþ-
áóþ ïàðó êëàññîâ ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè (êðîìå � p

0 = � p
0) íåèçâåñò-

íî, ñîâïàäàþò îíè èëè íåò. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ïðàâäî ïîäîáíîé
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãèïîòåçà î íåâûðîæäåííîñòè ïîëèíîìèàëüíî é èåðàðõèè,
óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî âñå ýòè êëàññû ðàçëè÷íû. Èç íåå, â ÷àñòíîñòè, âû-
òåêàåò, ÷òîP 6= NP .
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12.2. Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòà. 83

PH

...
...

� p
2 � p

2

� p
2 \ � p

2

NP = � p
1 � p

1 = co-NP

� p
1 \ � p

1 BPP

P

Ðèñ. 12.1: Ñòðóêòóðà êëàññîâ ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè.
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84 Ãëàâà 12. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ.

12.3 Ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíî é èåðàð-
õèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ (âåðõíåé) îöåíêè ñëîæíîñòè êîíêðåòíîé çà äà÷è.

Çàäà÷à. Âåðøèíû åäèíè÷íîãî 2n-ìåðíîãî êóáà ðàñêðàøåíû â äâà
öâåòà � áåëûé è ÷åðíûé. Ïî äàííîé ðàñêðàñêå âûÿñíèòü, èìååòñ ÿ ëè â
êóáån-ìåðíàÿ ãðàíü, âñå âåðøèíû êîòîðîé � áåëûå.

�

� �

�

��

�  !

"#

$%

& '

(

)

*+ ,-

./

Êîîðäèíàòû âåðøèí åäèíè÷íîãî êóáà � ÷èñëà 0 èëè 1. Äëÿ çàäàíè ÿ
ðàñêðàñêè óìåñòíî èñïîëüçîâàòü áóëåâó ôîðìóëó ' (x1; : : : ; x2n ), äëÿ êî-
òîðîé

' (x1; : : : ; x2n ) = 1 , âåðøèíà (x1; : : : ; x2n ) � áåëàÿ.

Áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå 2n ïåðåìåííûõ âñòðå÷àþòñÿ
â ôîðìóëå è åå ðàçìåð íå ïðåâîñõîäèò ôèêñèðîâàííîãî ïîëèíîì à îò n.

Ðàññìîòðèì ÿçûê L , ñîñòîÿùèé èç âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ òàêèì îáðà-
çîì ðàñêðàñîê, äëÿ êîòîðûõ áåëàÿ n-ìåðíàÿ ãðàíü ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì,
÷òî óòî÷íåííàÿ òàê çàäà÷à ïîïàäàåò â êëàññ � p

2, ò.å. ÷òî L 2 � p
2.

Äâóõõîäîâàÿ èãðà êëàññà � p
2, êîòîðàÿ ðàñïîçíàåò ÿçûê L , òàêîâà.

Ñâîèì ïåðâûì õîäîì, (M) ïðåäëàãàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé
8
><

>:

x i 1 = a1;
...
x i n = an ;

(12.3)

êîòîðàÿ, ïî åãî ìíåíèþ, çàäàåò áåëóþ n-ìåðíóþ ãðàíü. Îòâåòíûé õîä
(A) ñîñòîèò â âûáîðå çíà÷åíèé äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ êîîðäèíàò x j , j 6=
i 1; : : : ; i n . Ïîñëå ïàðû õîäîâ âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ' (x1; : : : ; x2n ). Åñëè
îíî ðàâíî 1, òî âûèãûâàåò (M); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò (A).

Äëÿ (M) åäèíñòâåííûé ñïîñîá (ñòðàòåãèÿ) îáåñïå÷èòü ñåáå ãà ðàíòè-
ðîâàííûé âûèãðûø ñîñòîèò â óêàçàíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîò îðàÿ íà
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12.4. Âêëþ÷åíèå BPP � � P
2 \ � P

2 . 85

ñàìîì äåëå çàäàåò áåëóþ ãðàíü. Ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òî ãäà,
êîãäà òàêàÿ ãðàíü ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ýòà èãðà äåéñòâèòåëüíî
ðàñïîçíàåò ÿçûê L .

Çàìå÷àíèå. Ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî äðóãèå óòî÷íåíèÿ ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷è ìîãóò îêàçàòüñÿ íåýêâèâàëåíòíûìè ðàññìîòðåííîé , à ïîòîìó
èìåòü ñîâåðøåííî äðóãóþ ñëîæíîñòü. Íàïðèìåð, åñëè ðàñêðàñ êè ïîäà-
âàòü íà âõîä ðàñïîçíàþùåìó àëãîðèòìó â âèäå ñïèñêà âñåõ ÷åðí ûõ âåð-
øèí (âåðøèíû çàäàþòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè), òî î÷åâèäíûì ó ëó÷øå-
íèåì îöåíêè áóäåò êëàññ NP = � p

1. Íåäåòåðèìíèðîâàííîìó ïîëèíîìè-
àëüíî îãðàíè÷åííîìó ïî âðåìåíè äîïóñêàþùåìó àëãîðèòìó äîñ òàòî÷íî
�óãàäàòü� ñèñòåìó óðàâíåíèé (12.3), çàäàþùóþ áåëóþ n-ìåðíóþ ãðàíü,
à çàòåì (äåòåðìèíèðîâàíî) ïðîâåðèòü, ÷òî íè îäíà èç âåðøèí ñ ïèñêà íå
ïðèíàäëåæèò ýòîé ãðàíè. Â ñëó÷àå äâóõõîäîâîé èãðû ïîõîæàÿ ï ðîâåð-
êà èìèòèðîâàëàñü õîäîì (A), êîãäà ôàêòè÷åñêèé ïåðåáîð îñóù åñòâëÿëî
Ïðîâèäåíèå, à (A) ëèøü îãëàøàë ñàìûé õóäøèé äëÿ (M) âàðèàíò. Çäåñü
æå ïåðåáîð çàìåíÿåòñÿ îäíîðàçîâûì ïðîñìîòðîì èñõîäíûõ äàí íûõ, ïî-
ýòîìó ïðîâåðêó ìîæåò îñóùåñòâèòü àëãîðèòì, çàòðàòèâ íà ýòî âðåìÿ,
îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì îò èõ äëèíû. (Ïðè àêêóðàòíîé îðãàíè çàöèè
õðàíåíèÿ ñèñòåìû (12.3) ìîæíî äîáèòüñÿ ëèíåéíîé îöåíêè âðåì åíè.)

12.4 Âêëþ÷åíèå BPP � � p
2 \ � p

2.

Òåîðåìà 12.3 BPP � � p
2 \ � p

2.

Ñâåäåíèå. Ó÷èòûâàÿ äîïîëíèòåëüíîñòü êëàññîâ � p
2 è � p

2 äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÿçûêà L 2 BPP âûïîëíÿåòñÿ L 2 � p

2 è
L c 2 � p

2. Íî òàê êàê ñàì êëàññ BPP çàìêíóò îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèé,
òî îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ôàêò:

Òåîðåìà 12.4 BPP � � p
2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÿçûê L 2 BPP è (R; p; � ) � åãî ÷àñòîòíûé
ðàñïîçíàâàòåëü � ïåðâûé èç ïîñòðîåííûõ â ëåììå 9.3, ò.å.

p(n) = nd+1 ; � (n) = � n ; 0 < � < 1:

Äëÿ äîñòàòî÷íî äëèííûõ ñëîâ x íàäî ïðåäñòàâèòü óñëîâèå � x 2 L � â
âèäå ýêâèâàëåíòíîãî, èìåþùåãî ôîðìó

9qw8qb Q(x; w; b);
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86 Ãëàâà 12. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ.

ãäåq � íåêîòîðûé ïîëèíîì, à ïðåäèêàò Q ïðèíàäëåæèò êëàññó P. Âìåñòî
ýòîãî ìû ïîñòðîèì óñëîâèå âèäà

9pg1 : : : 9pgk8pg Q0(x; g1; : : : ; gk ; g); Q0 2 P;

ãäå âåëè÷èíàk åñòü ïîëèíîì îò äëèíû x. Åãî ëåãêî ñâåñòè ê òðåáóåìîìó:
q(n) := k � p(n), w := g1 : : : gk , b := g0: : : 0, à ïðåäèêàò Q �ñàì� âû÷èñëÿåò
k è ðàçðåçàåòw è b íà íóæíûå êóñêè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G = G(x) ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ ñëîâ äëèíû
p(jxj). Òîãäà êâàíòîðû 9p è 8p åñòü ïðîñòî êâàíòîðû ïî ïåðåìåííûì,
ïðîáåãàþùèì G. Ââåäåì íà G ñòðóêòóðó àáåëåâîé ãðóïïû ñ îïåðàöèåé
+ � ïîðàçðÿäíûì ñëîæåíèåì ïî ìîäóëþ 2. Îáîçíà÷èì

Y = Y(x) = f y 2 G j R(x; y)g

ìíîæåñòâî âñåõ �ñâèäåòåëåé�, èñïîëüçóåìûõ ÷àñòîòíûì ðàñï îçíàâàòåëåì
äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ � x 2 L �. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå
ïàðàìåòðîâ èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå åñòü

x 2 L , (9g1 2 G) : : : (9gk 2 G)(8g 2 G)
k_

i =1

(g 2 gi + Y): (12.4)

Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî (ïðè óñëîâèè ïîëèíîìèàëüíîñòè k) â ïðàâîé
÷àñòè (12.4) ïîä êâàíòîðàìè ñòîèò ïðåäèêàò èç êëàññà P:

Q0(x; g1; : : : ; gk ; g) ,
k_

i =1

(g 2 gi + Y) ,
k_

i =1

R(x; g � gi ):

Òåïåðü çàéìåìñÿ âûáîðîì ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèì âåðíî ñòü (12.4)
è ïîëèíîìèàëüíîñòü k. Ïðàâàÿ ÷àñòü (12.4) ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ

9g1; : : : ; gk 2 G

 
k[

i =1

(gi + Y) = G

!

; (12.5)

óòâåðæäàþùåìó, ÷òî ñ ïîìîùüþ k ñäâèãîâ ìíîæåñòâà Y ìîæíî ïîêðûòü
âñþ ãðóïïó G. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, åñëè
äîëÿ � = jY j=jGj äîñòàòî÷íî âåëèêà, è íå âûïîëíåíî, åñëè ìàëà.

Ëåììà 12.5 Åñëè k � � < 1, òî óñëîâèå (12.5) íå âûïîëíåíî. Åñëè jGj �
(1 � � )k < 1, òî óñëîâèå (12.5) âûïîëíåíî.
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12.4. Âêëþ÷åíèå BPP � � P
2 \ � P

2 . 87

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ñïåöèôèêà âûáîðà ãðóïïû íå èñïîëüçóåòñÿ.) Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî �

�
�
�
�

k[

i =1

(gi + Y)

�
�
�
�
�

� k � � � jGj

îòêóäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî óñòàíî âèòü, ÷òî

(ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ) åñëè â êà÷åñòâå gi âçÿòü çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå
â ðåçóëüòàòå íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïð èíèìàþ-
ùåé ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ èç G ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè 1=jGj, òî

P robf
k[

i =1

(gi + Y) = G g > 0:

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷ òî jgi +
Y j = jY j, à ñîáûòèÿ � g 62(gi + Y)� äëÿ ôèêñèðîâàííîãî g è ðàçëè÷íûõ i
íåçàâèñèìû:

P rob

8
<

:

_

g2 G

 

g 62
k[

i =1

(gi + Y)

! 9
=

;
� j Gj � (1 � � )k < 1:

Â íàøåì ñëó÷àå âåëè÷èíà � çàâèñèò îò âõîäíîãî ñëîâà x è îöåíèâà-
åòñÿ ôóíêöèåé îò åãî äëèíû n = jxj:

x 62L ) � < � n ) k � � < k � � n

x 2 L ) � > 1 � � n ) j Gj � (1 � � )k < 2p(n) � � k�n

Ïîëîæèì k = p(n). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n áóäåò k � � n < 1 è
2p(n) � � k�n < 1. Ïî ëåììå 12.5 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü (12.4)
ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî äëèííûõ ñëîâ x.
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88 Ãëàâà 12. Ïîëèíîìèàëüíàÿ èåðàðõèÿ.
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Ãëàâà 13

Êëàññ PSPACE.

13.1 Êëàññ PSPACE è èãðû ñ ïîëèíîìèàëüíûì
÷èñëîì õîäîâ.

Îïðåäåëåíèå 13.1 Êëàññ PSPACE ñîñòîèò èç âñåõ ÿçûêîâ L � � � ,
ðàñïîçíàâàåìûõ íà ìàøèíàõ Òüþðèíãà ñ ïîëèíîìèàëüíûì îãðàí è÷åíè-
åì íà çîíó âû÷èñëåíèÿ, ò.å. äëÿ êîòîðîûõ ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òü þðèíãà
M , âû÷èñëÿþùàÿ çíà÷åíèÿ ïðåäèêàòà � v 2 L � íà ñëîâàõ v 2 � � , ïðè÷åì

SM (n) = max
jvj= n

SM (v)

åñòü ôóíêöèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà.

Ýòî îïðåäåëåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ êëàññà P, ïî-
ýòîìó ê íåìó òàêæå ñëåäóåò îòíåñòè âñå ñîîòâåòñòâóþùèå êîìì åíòàðèè
èç ëåêöèè 5. Â òî æå âðåìÿ êëàññPSPACE ãîðàçäî áîãà÷å êëàññàP è,
ïî-âèäèìîìó, óæå ñîäåðæèò â ñåáå áîëüøèíñòâî ïðàêòè÷åñêè ç íà÷èìûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷.

ÊëàññPSPACE ñîäåðæèò â ñåáå âñå ðàññìîòðåííûå ðàíåå ñëîæíîñò-
íûå êëàññû ( P, NP , BPP , PH ) êðîìå �íåðàâíîìåðíîãî� êëàññà P=Poly.
Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî èãðîâîãî îïèñàíèÿ êëàññà PSPACE.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ÿçûêè èç PSPACE è òîëüêî îíè ìîãóò áûòü
îïèñàíû êîíå÷íûìè èãðàìè, â êîòîðûõ ÷èñëî õîäîâ íå ôèêñèðîâ àíî,
à çàäàåòñÿ ïîëèíîìîì îò äëèíû íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè. Òàêà ÿ èãðà
îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ïîëèíîìàìè p, q è ïðåäèêàòîì âûèãðûøà R(x; ! ),
ïðèíàäëåæàùèì êëàññó P. Êàê è ðàíüøå, x 2 f 0; 1g� � íà÷àëüíàÿ êîí-
ôèãóðàöèÿ, à ! = w1b1w2b2 : : : 2 f 0; 1g� � ñëîâî, ñîñòàâëåííîå èç ÷åðå-
äóþùèõñÿ õîäîâ äâóõ èãðîêîâ (M) è (A). Äëÿ äàííîãî x äëèíû õîäîâ

89
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90 Ãëàâà 13. ÊëàññPSPACE.

îäèíàêîâû, jwi j = jbi j = p(jxj), è êîëè÷åñòâî õîäîâ q(jxj) � òîæå. (Õîòÿ,
êàê îáñóæäàëîñü ðàíüøå, ýòè óñëîâèÿ ìîæíî îñëàáèòü áåç èçìå íåíèÿ
êëàññà ðàñïîçíàâàåìûõ ÿçûêîâ äî jwi j = jbi j < p (jxj) è êîëè÷åñòâà õî-
äîâ < q(jxj).) Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé õîä âñåãäà
äåëàåò (M). ßçûê L � f 0; 1g� ðàñïîçíàåòñÿ èãðîé, åñëè îí ñîñòîèò èç
âñåõ íà÷àëüíûõ êîíôèãóðàöèé, äëÿ êîòîðûõ ó (M) åñòü âûèãðûø íàÿ
ñòðàòåãèÿ, ò.å.

x 2 L , 9 pw18pb1 : : :| {z }
q(jx j)

R(x; w1b1 : : :):

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èãðû ñ ïîëèíîìèàëüíûì ÷èñëîì õîäîâ ìîäåëè ðóþò
îãðàíè÷åííûå èãðû (èç îïðåäåëåíèÿ PH ) � èì ñîîòâåòñòâóþò ïðåäèêà-
òû âûèãðûøà, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèå òîëüêî îò ôèêñèðîâàííî ãî ÷èñëà
íà÷àëüíûõ õîäîâ. Ïîýòîìó âñå ÿçûêè èç PH ðàñïîçíàþòñÿ è òàêèìè èã-
ðàìè. Íèæå òåðìèí èãðà áóäåò îçíà÷àòü èìåííî èãðû ñ ïîëèíîìè àëüíûì
÷èñëîì øàãîâ (èõ òàêæå íàçûâàþò äåòåðìèíèðîâàííûìè èíòåðàêòèâ-
íûìè ïðîòîêîëàìè ).

13.2 Ìîäåëèðîâàíèå èãðû.

Ïóñòü äàíû èãðà (p; q; R) è íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ x. Ðàññìîòðèì äåðå-
âî èãðû (ñì. Ðèñ.11.1). Îíî ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ q(jxj)-ýëåìåíòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé õîäîâ w1b1w2b2 : : : (õîäû ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì; ðåá-
ðà îðèåíòèðîâàíû îò êîðíÿ ê ëèñòüÿì). Êàæäûé ïóòü ! èç êîðíÿ ê ëè-
ñòüÿì çàäàåò íåêîòîðóþ ïàðòèþ. Íà ñîîòâåòñòâóþùåì ëèñòå çà ïèøåì åå
ðåçóëüòàò, ò.å. çíà÷åíèåR(x; ! ).

Êàê âûÿñíèòü ñóùåñòâîâàíèå âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè äëÿ (M):
Âñå ðåáðà-õîäû (M) íàçîâåì _-ðåáðàìè, à âñå îñòàëüíûå � ^ -ðåáðàìè.
Â âåðøèíàõ, èç êîòîðîé âûõîäÿò _-ðåáðà, ïîìåñòèì ôóíêöèîíàëüíûé
ýëåìåíò OR, à â âåðøèíàõ, èç êîòîðîé âûõîäÿò ^ -ðåáðà, ïîìåñòèì AND.
Ïîëó÷èì ñõåìó èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ AND, OR, àðíîñòè 2p(jx j)

êàæäûé. Ïîìåòêè íà ëèñòüÿõ (çíà÷åíèÿ ïðåäèêàòà R) áóäåì ñ÷èòàòü
âõîäíûìè è ïðîäîëæèì ýòó ðàçìåòêó íà âñå âåðøèíû äåðåâà ñîãë àñíî
ñõåìå. Åñëè â êîðíå ïîëó÷èòñÿ 1, òî ó (M) åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðà òåãèÿ;
åñëè 0 � íåò.

Êàê (M) äîëæåí èãðàòü, åñëè â êîðíå ñòîèò 1 : Îí êàæäûé ðàç
äîëæåí âûáèðàòü òî ðåáðî, êîòîðîå âåäåò â âåðøèíó ñ 1.
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13.3. Ìîäåëèðîâàíèå íà ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòè. 91

Ïðÿìàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ìåòîäà ðàñïîçíàâàíèÿ ÿçûêîâ ïðèâî äèò ê
ýêñïîíåíöèàëüíûì çàòðàòàì ïàìÿòè íà õðàíåíèå äåðåâà èãðû. Íî íà ñà-
ìîì äåëå ìîæíî îáîéòèñü è ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿòüþ, ðåàëèçîâ àâ âû-
÷èñëåíèå áóëåâûõ ïîìåòîê îáõîäîì äåðåâà "âëåâî-âíèç".

13.3 Ìîäåëèðîâàíèå íà ïîëèíîìèàëüíîé ïàìÿ-
òè.

Òåîðåìà 13.2 Åñëè ÿçûê L ðàñïîçíàåòñÿ èãðîé ñ ïîëèíîìèàëüíûì êî-
ëè÷åñòâîì õîäîâ, òî L 2 PSPACE.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ïî-
ñòðîåííîé âûøå f AND; OR g-ñõåìû ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà ïîëèíîìè-
àëüíîé çîíå, íå ðàñïðåäåëÿÿ ïàìÿòü ïîä âñþ ñõåìó öåëèêîì.

Èòàê, ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîðíåâîå äåðåâî âûñîòû q(jxj) c ïî-
ðÿäêîì âåòâëåíèÿ 2p(jx j) . Âåðøèíû îäíîãî ÿðóñà � îäèíàêîâûå ôóíêöèî-
íàëüíûå ýëåìåíòû (ëèáî âñå � AND , ëèáî âñå � OR), ïðè÷åì AND è OR
ÿðóñû ÷åðåäóþòñÿ, à â êîðíå ñòîèò OR. Âõîäíûå çíà÷åíèÿ (íà ëèñòüÿõ)
âû÷èñëÿþòñÿ íà ïîëèíîìèàëüíîé çîíå ñ ïîìîùüþ ïðåäèêàòà R, åñëè èç-
âåñòåí ïóòü èç êîðíÿ ê ëèñòó. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåáðà, âûõîä ÿùèå èç
îäíîé âåðøèíû, óïîðÿäî÷åíû (ñëåâà íàïðàâî).

Íà ìíîæåñòâå âñåõ âåðøèí çàäàäèì ëèíåéíûé ïîðÿäîê "ëåâåå èë è
íèæå": x < y åñëè ïóòü èç êîðíÿ â x åñòü ñîáñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ïóòè
èç êîðíÿ â y èëè åñòü ñîáñòâåííîå îòâåòâëåíèå îò ýòîãî ïóòè âëåâî:

...
y
#
...
x

èëè

...
�

. #

...
...

x y

Ïðåäëàãàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ñõåìû â â åðøèíàõ
äåðåâà â ýòîì ïîðÿäêå (îò ëåâîé íèæíåé âåðøèíû ê êîðíþ). Ïðè ý òîì
äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé â âåðøèíàõ z > x , äîñòàòî÷íî çíàòü çíà÷åíèÿ
â âåðøèíå x è âñåõ âåðøèíàõ y < x , ðàñïîëîæåííûõ íåïîñðåäñòâåííî



Le
ct

ur
e 

N
ot

es
, d

ra
ft

C
O

M
PL

EX
IT

Y

V.
 K

ru
ps

ki

92 Ãëàâà 13. ÊëàññPSPACE.

íèæå îäíîé èç âåðøèí íà ïóòè èç êîðíÿ ê x:

OR

. #
2p(jx j) � � � � AND

. #
� � � OR

. #
� � � �

(13.1)

Ðàçìåð ïîäãðàôà (13.1 ) îñòàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì çà ñ÷åò ãð óïï âåð-
øèí, îáîçíà÷åííûõ òðåìÿ æèðíûìè òî÷êàìè. Íî êàæäàÿ òàêàÿ ãð óïïà
ðàñïîëîæåíà íà îäíîì ÿðóñå, ïîýòîìó â çíà÷åíèÿ ñõåìû âî âñåõ âåðøè-
íàõ z > x âîéäåò AND (� � � ) èëè OR(� � � ) â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè
íîìåðà ÿðóñà. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äîñòàò î÷íî
õðàíèòü ïîäãðàô ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà:

OR

. #
OR(� � � ) AND

. #
AND (� � � ) OR

. #
OR(� � � ) �

13.4 Èãðîâàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ êëàññà PSPACE.

Òåîðåìà 13.3 Êàæäûé ÿçûê L 2 PSPACE ðàñïîçíàåòñÿ íåêîòîðîé
èãðîé ñ ïîëèíîìèàëüíûì ÷èñëîì õîäîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàøèíà Òüþðèíãà M ðàñïîçíàåò ÿçûê L íà
çîíå, îãðàíè÷åííîé ïîëèíîìîì p. Ïî òåîðåìå 2.1 åå âðåìÿ ðàáîòû ìîæíî
îöåíèòü ñâåðõó ôóíêöèåé 2q(n) , ãäåq íåêîòîðûé ïîëèíîì. Äëÿ äàííîãî
âõîäíîãî ñëîâà x ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìãíîâåííûõ êîíôèãó-
ðàöèé C(t), t = 0 ; : : : ; 2q(jx j) , ñîñòàâëÿþùèõ âû÷èñëåíèå M íà âõîäå x.
C(t) åñòü ñîäåðæèìîå ëåíò, ïîëîæåíèå ãîëîâîê è ñîñòîÿíèå ìàøèíû ïî-
ñëåt øàãîâ âû÷èñëåíèÿ; åñëè ê ìîìåíòó t âû÷èñëåíèå óæå çàêîí÷èëîñü,
òî ïîëàãàåì C(t) := C(t � 1). Ïî âõîäó x îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ
íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ C(0). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàêëþ÷èòåëü-
íàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ îòâåòîì �äà� òàêæå ñòàíäàðòèçîâàíà (ðàá î÷èå ëåíòû
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13.4. Èãðîâàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ êëàññàPSPACE. 93

î÷èùåíû, íà âûõîäíîé � îòâåò 1, ãîëîâêè � â ñòàíäàðòíûõ ïîçèö èÿõ),
òàê ÷òî åå âèä ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî x íå ïðîâîäÿ âñåõ âû÷èñëåíèé.
Ïóñòü next(C) îáîçíà÷àåò ñëåäóþùóþ çà C êîíôèãóðàöèþ.

Èãðà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè x 2 L . Èãðîê (M) ñòà-
ðàåòñÿ óáåäèòü (A), ÷òî îí îáëàäàåò ïðàâèëüíîé ïîñëåäîâàòå ëüíîñòüþ
êîíôèãóðàöèé âû÷èñëåíèÿ M (x) è ÷òî ýòî âû÷èñëåíèå äàåò îòâåò "äà".
Îíè ñîâìåñòíî ïåðåñ÷èòûâàþò çíà÷åíèÿ äâóõ ÷èñëîâûõ ïåðåìå ííûõ l è
r . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò l = 0 , r = 2 q(jx j) , Cl := C(0), Cr := ñòàíäàðòíàÿ
çàêëþ÷èòåëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ îòâåòîì �äà�.

� Õîä (M) � ïàðà (Ct ; t), ïðè÷åì îí óòâåðæäàåò, ÷òî (M.1): t = ( r + l)=2
(ëåãêî ïðîâåðèòü) è ÷òî (M.2): Ct = C(t), ÷åãî (A) íåïîñðåäñòâåííî
ïðîâåðèòü íå ìîæåò.

� Õîä (A) ñîñòîèò â âûáîðå âàðèàíòà ïåðåñ÷åòà: l := t èëè r := t
(âûáèðàåòñÿ îäíà èç ïîëîâèí îòðåçêà).

� Èãðà îñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñëå q(jxj) ïàð øàãîâ. Ïðè ÷åñòíîé èãðå â
êîíöå ïîëó÷àåòñÿ r = l + 1 .

� Ïðåäèêàò âûèãðûøà: Êîãäà îäíîãî èç èãðîêîâ óäàåòñÿ óëè÷èòü â
îáìàíå (åñëè íàðóøåíî (M.1) èëè äîïóùåíà îøèáêà â ïåðåñ÷åòå
l; r ), òî íàðóøèâøèé ïåðâûì � ïðîèãðàë. Åñëè òî, ÷òî (M) âûäàåò
â êîíöå èãðû çà C(l) è C(l + 1) (ò.å. Cl è Cr ) â ñàìîì äåëå íå
åñòü 2 ïîñëåäîâàòåëüíûå êîíôèãóðàöèè ìàøèíû Òüþðèíãà M , òî
âûèãðàë (A). Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âûèãðàë (M).

Äîêàæåì, ÷òî ýòà èãðà â ñàìîì äåëå ðàñïîçíàåò ÿçûê L . Â ñëó÷àå
x 2 L âûèãðûø (M) îáåñïå÷åí òðèâèàëüíîé ñòðàòåãèåé � åìó íàäî ïðî ñòî
èãðàòü ÷åñòíî.

Ðàçáåðåì ñëó÷àéx 62L . Òîãäà "ïðàâèëüíîé"äîïóñêàþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êîíôèãóðàöèé íå ñóùåñòâóåò è (M) âûíóæäåí îáìàíû âàòü.

Äî ïåðâîãî õîäà óæå îïðåäåëåíû äâå ïàðû (Cl ; l ) è (Cr ; r ): ñ l =
0, r = 2 q(jx j) ; êîíôèãóðàöèÿ Cl � èçâåñòíàÿ âñåì íà÷àëüíàÿ, à Cr � òà
äîïóñêàþùàÿ çàêëþ÷èòåëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, âîçìîæíîñòü ïî ëó÷åíèÿ
êîòîðîé â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ M (x) óòâåðæäàåò (M). Ïðè ýòîì íà
ñàìîì äåëå âûïîëíåíî óñëîâèå

Cl = C(l) ^ Cr 6= C(r ):

Åñëè (M) íå íàðóøèò ïðàâèëà, òî (A) ñâîèì õîäîì ìîæåò äîáèòüñ ÿ
ñîõðàíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ:
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94 Ãëàâà 13. ÊëàññPSPACE.

1. Åñëè (M) íàðóøèò ïðàâèëà, ò.å. t 6= ( l + r )=2, òî (A) óæå âûèãðàë.

2. Ïóñòü (M) âûáåðåò Ct òàê, ÷òî çà t � l øàãîâ ìàøèíà M íå ïðåâîäèò
Cl â Ct . Òîãäà (A) ñëåäóåò âûáðàòü ëåâóþ ïîëîâèíó, ò.å. ïðèñâàè-
âàíèå r := t.

3. Ïóñòü (M) âûáåðåò Ct òàê, ÷òî çà t � l øàãîâ ìàøèíà M ïðåâîäèò
Cl â Ct . Òîãäà (A) ñëåäóåò âûáðàòü ïðàâóþ ïîëîâèíó, ò.å. ïðèñâàè-
âàíèå l := t.

Åñëè äîñðî÷íîãî âûèãðûøà íå ïðîèçîøëî, òî óñëîâèå ñïðàâåäë èâî è
â êîíå÷íûé ìîìåíò, êîãäà r = l +1 . Ïî ïðàâèëàì èãðû (A) â ýòîì ñëó÷àå
òàêæå âûèãðûâàåò.
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Ãëàâà 14

Ïîëíûå çàäà÷è äëÿ êëàññà
PSPACE è êëàññîâ
ïîëèíîìèàëüíîé èåðàðõèè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êëàññPSPACE è êàæäûé êëàññ ïîëèíîìèàëüíîé
èåðàðõèè �çàìêíóò âíèç� îòíîñèòåëüíî ñâîäèìîñòè � p

m : åñëè C � îäèí
èç íèõ, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ÿçûêîâ L 1; L 2 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

L 1 � p
m L 2; L 2 2 C ) L 1 2 C:

Ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèåì NP -ïîëíûõ çàäà÷ îïðåäåëèì � p
n � è � p

n -ïîëíûå
çàäà÷è êàê íàèáîëüøèå (ïî îòíîøåíèþ � p

m ) ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ
êëàññîâ. Íèæå ìû ïðèâîäèì òèïîâûå ïðèìåðû òàêèõ çàäà÷.

14.1 Êâàíòèôèöèðîâàííûå áóëåâû ôîðìóëû

Îïðåäåëåíèå 14.1 Êâàíòèôèöèðîâàííîé áóëåâîé ôîðìóëîé íàçûâàåò-
ñÿ ôîðìóëà âèäà

Q1x1 : : : Qkxk '; (14.1)

ãäå' � áóëåâà ôîðìóëà, Qi x i , i = 1 ; : : : ; k � êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ èëè
âñåîáùíîñòè ïî áóëåâûì ïåðåìåííûì x i . Êâàíòèôèöèðîâàííàÿ ôîðìóëà
íàçûâàåòñÿ � n -ôîðìóëîé ( � n -ôîðìóëîé), åñëè îíà íà÷èíàåòñÿ ñ êâàíòî-
ðà 9 (ñîîòâåòñòâåííî 8) è èìååò n � 1 ÷åðåäîâàíèé êâàíòîðîâ. Êâàíòè-
ôèöèðîâàííàÿ áóëåâà ôîðìóëà (14.1) çàìêíóòà , åñëè âñå ïåðåìåííûå åå
áåñêâàíòîðíîé ÷àñòè ' ëåæàò ñðåäèx1; : : : ; xn .

95
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96 Ãëàâà 14. � P
N -, � P

N - è PSPACE-ïîëíûå çàäà÷è.

Ïðèìåðû.

� Ôîðìóëà 8x9y (x _ y) ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé çàìêíóòîé êâàíòèôèöè-
ðîâàííîé áóëåâîé ôîðìóëîé.

� Ôîðìóëà 9x (x ^ : x) ÿâëÿåòñÿ ëîæíîé çàìêíóòîé êâàíòèôèöèðî-
âàííîé áóëåâîé ôîðìóëîé.

� Ôîðìóëà 9x (x ^ : y) ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé êâàíòèôèöèðîâàííîé
áóëåâîé ôîðìóëîé, èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå êîòîðîé çàâèñèò î ò èñ-
òèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé y.

Çàìåòèì, ÷òî

9x' (x) , ' (0) _ ' (1); 8x' (x) , ' (0) ^ ' (1);

ïîýòîìó ââåäåíèå áóëåâûõ êâàíòîðîâ â ïðîïîçèöèîíàëüíûé ÿç ûê íå èç-
ìåíÿåò âûðàçèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé, íî ïîçâîëÿåò çàïèñûâà òü íåêîòî-
ðûå óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâåííî êîðî÷å.

Ëåììà 14.2 Êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f (x1; : : : ; xn ) ñõåìíîé ñëîæíî-
ñòè c(f ) ìîæåò áûòü (çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ) ïðåäñòàâëåíà êâàí-
òèôèöèðîâàííîé áóëåâîé ôîðìóëîé äëèíû O(c(f )) â êàæäîì èç âèäîâ
� 1 è � 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü áóëåâà ñõåìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ f ðàçìåðà c(f ) =
k + 1 åñòü

z1 <- t1;
...
zk <- tk;
y <- t.

Òîãäà ïðåäñòàâëÿþùèå f ôîðìóëû òàêîâû:

� 1-âèä: 9z1 : : : 9zk ((z1 $ t1) ^ : : : ^ (zk $ tk ) ^ t) ;
� 1-âèä: 8z1 : : : 8zk ((z1 $ t1) ^ : : : ^ (zk $ tk ) ! t) :
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14.2. Ïîëíûå çàäà÷è äëÿ êëàññîâ PH . 97

14.2 Ïîëíûå çàäà÷è äëÿ êëàññîâ ïîëèíîìèàëü-
íîé èåðàðõèè.

Òåîðåìà 14.3 Ïóñòü n � 1. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ èñòèííîñòè çà-
ìêíóòûõ êâàíòèôèöèðîâàííûõ áóëåâûõ � n -ôîðìóë � p

n -ïîëíà. Àíàëî-
ãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ� n -ôîðìóë � p

n -ïîëíà.

Çàìå÷àíèå. Ìû ïðåäïîëàãàåì ôèêñèðîâàííûì ïîáóêâåííîå êîäè-
ðîâàíèå ôîðìóë ñëîâàìè â àëôàâèòå f 0; 1g. Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èñ-
òèííîñòè ôîðìóë óêàçàííûõ âèäîâ ôîðìàëèçóþòñÿ êàê çàäà÷è ð àñïî-
çíàâàíèÿ ÿçûêîâ, ñîñòîÿùèõ èç êîäîâ ôîðìóë. Äâîè÷íûé êîä ôî ðìóëû
F íèæå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç �F �.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî ýòè çàäà÷è ëåæàò â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êëàññàõ. Ïóñòü äàíà êâàíòèôèöèðîâàííàÿ áóëåâà ôî ðìóëà F
âèäà (14.1). Çàìåíèì â íåé êàæäûé áëîê îäíîèìåííûõ áóëåâûõ êâ àíòî-
ðîâ íà îäèí êâàíòîð ïî äâîè÷íûì ñëîâàì äëèíû m, ðàâíîé ìàêñèìóìó
êîëè÷åñòâà êâàíòîðîâ â òàêèõ áëîêàõ. Íàïðèìåð,

F = 8x18x2| {z } 9y1|{z}
8z18z1| {z } ' (x1; x2; y1; z1; z2)

ïðåîáðàçóåòñÿ â

F 0 = 8x jx j=2 9yjyj=2 8zjzj=2 ' (� 1(x); � 2(x); � 1(y); � 1(z); � 2(z)) ;

ãäå � i � ôóíêöèè � i -òûé áèò ñëîâà�. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî èñòèííîñòíîå
çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ïîä êâàíòîðàìè

(à) íå èçìåíèòñÿ ïðè óäëèíåíèè ñëîâ x, y, z äîïèñûâàíèåì ñïðàâà ïðî-
èçâîëüíûõ áèòîâ äî äëèíû n = jF j,

(á) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïî ôîðìóëå F è
ñëîâàì x, y, z, ò.å.

(F � èñòèííà) , 8 px9py8pz R(� F � ; x; y; z);

ãäå ïîëèíîì p(n) = n, à R � ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäèêàò èç êëàññà
P.

Ðàçóìååòñÿ, òî æå ñàìîå ïðîõîäèò ñ ëþáîé êâàíòèôèöèðîâàííî é ôîð-
ìóëîé. Ïðè ýòîì åñëè F åñòü� n (� n ) -ôîðìóëà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò� p

n (� p
n ) -ïðåäèêàòîì.
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98 Ãëàâà 14. � P
N -, � P

N - è PSPACE-ïîëíûå çàäà÷è.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ÿçûê L 2 � p
n áóäåò� p

m -ñâîäèòüñÿ
ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ èñòèííîñòè êâàíòèôèöèðîâàííûõ áóë åâûõ � n -
ôîðìóë. (Ñëó÷àé ñ � p

n ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí.) Ïóñòü

x 2 L , 9 pw8pb : : : R(x; w; b; : : :); (14.2)

ãäåp - ïîëèíîì, à R 2 P. Ïî äîêàçàííîé ðàíåå òåîðåìå 6.1 P � P=Poly,
îòêóäà ñõåìíàÿ ñëîæíîñòü áóëåâîé ôóíêöèè f , âû÷èñëÿþùåé èñòèí-
íîñòíîå çíà÷åíèå ïðåäèêàòà R(x; w; b; : : :) ïî áèòàì åãî àðãóìåíòîâ, åñòü
ôóíêöèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà. Áîëåå òîãî, äîêàçàòåëüñòâ î òåîðåìû
6.1 ïðåäëàãàëî ïðÿìóþ (ïîëèíîìèàëüíóþ ïî âðåìåíè) êîíñòðóê öèþ ïî-
ñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìû Sf ïî ÷èñëó m = jxj + jwj + jwj + : : :,
êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ëåãêî âîññòàíîâèòü ïî jxj.

Ïðèìåíèì ëåììó 14.2 ê ñõåìå Sf è ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå áóëåâîé
ôóíêöèè f êâàíòèôèöèðîâàííîé áóëåâîé � 1 èëè � 1 -ôîðìóëîé Ff . Ïðè-
÷åì âûáåðåì òî èç íèõ, â êîòîðîì êâàíòîðû ñîâïàäàþò ñ ñàìûì ïð àâûì
êâàíòîðîì â (14.2). Òîãäà

x 2 L , 9 w1 : : : 9wp(jx j) 8b1 : : : 8bp(jx j) : : : Ff| {z }
F

;

ãäå ôîðìóëà F ñïðàâà åñòü êâàíòèôèöèðîâàííàÿ áóëåâà � n -ôîðìóëà
(íîâûõ ÷åðåäîâàíèé êâàíòîðîâ íå äîáàâèëîñü), à îòîáðàæåíè å

x 7! j xj 7! m 7! Sf 7! Ff 7! F

( ò.å. ñâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ) âû÷èñëèìî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

14.3 Ïðèìåð PSPACE-ïîëíîé çàäà÷è.

Êëàññ PSPACE òàêæå ñîäåðæèò íàèáîëüøèå ýëåìåíòû � PSPACE-
ïîëíûå çàäà÷è. Ê íèì îòíîñèòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ èñòèíí îñòè çà-
ìêíóòûõ êâàíòèôèöèðîâàííûõ áóëåâûõ ôîðìóë. Îíà ïðåäñòàâë åíà ÿçû-
êîì TQBF, ñîñòîÿùèì èç (êîäîâ) âñåõ èñòèííûõ çàìêíóòûõ êâàí òèôè-
öèðîâàííûõ áóëåâûõ ôîðìóë

Q1x1 : : : Qnxn ' (x1; : : : xn );

(Qi x i � êâàíòîð 8 èëè 9 ïî áóëåâîé ïåðåìåííîé x i ).

Ëåììà 14.4 TQBF 2 PSPACE.
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14.3. Ïðèìåð PSPACE-ïîëíîé çàäà÷è. 99

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëåíèå èñòèííîñòè êâàíòèôèöèðîâàííîé ôîð-
ìóëû F â ïðåäâàðåííîì âèäå ëåãêî ïðåäñòàâèòü èãðîé. Äîáàâëåíèåì
ôèêòèâíîãî êâàíòîðà 9 ñëåâà ìîæíî ñâåñòè îáùèé ñëó÷àé ê

F = 9x1
1 : : : 9xk

18y1
1 : : : 8yl

19 : : : ':

(M) èãðàåò çà êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, (A) � çà êâàíòîð âñåîáù íîñòè.
Îíè îáà äåëàþò õîäû äëèíû jF j:

w1 = w1
1w2

1 : : :
b1 = b1

1b2
1 : : :

w2 = w1
2w2

2 : : :
: : :

Êîëè÷åñòâî õîäîâ ìîæíî òàêæå âçÿòü jF j; îíî ìàæîðèðóåò ÷èñëî ÷åðå-
äîâàíèé êâàíòîðîâ â ôîðìóëå. Ïðåäèêàò âûèãðûøà åñòü

R(`F '; w1; b1; w2; : : :) , ' [w1
1=x1

1; : : : ; b1
1=y1

1; : : :]

(âìåñòî ïåðåìåííûõ ïîäñòàâëÿþòñÿ ïåðâûå áèòû ñîîòâåòñòâó þùèõ õî-
äîâ èãðîêîâ). Èñòèííîñòü F ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ âû-
èãðûøíîé ñòðàòåãèè äëÿ (M).

Òåîðåìà 14.5 ßçûê TQBF ÿâëÿåòñÿ PSPACE-ïîëíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ÿçûê L 2 PSPACE
� p

m -ñâîäèòñÿ ê TQBF. Ðàññìîðèì èãðó ñ ïîëèíîìèàëüíûì ÷èñëîì õî -
äîâ, ðàñïîçíàþùóþ L :

x 2 L , 9 pw18pb1 : : :| {z }
q(jx j)

R(x; w1b1 : : :);

ãäå p; q � ïîëèíîìû, à R 2 P. Çàìåíèì êâàíòîðû ïî ñëîâàì íà áëîêè
êâàíòîðîâ ïî áóëåâûì ïåðåìåííûì, à ïðåäèêàò R � íà âû÷èñëÿþùóþ
åãî áóëåâó ñõåìó ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà:

x 2 L ,

9w1
1 : : : 9wp(jx j)

1 8b1
1 : : : 8bp(jx j)

1 : : :
| {z }

p(jx j)�q(jx j)

(S(x; w1; b1 : : :) = 1) :
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100 Ãëàâà 14. � P
N -, � P

N - è PSPACE-ïîëíûå çàäà÷è.

Óñëîâèå S(x; w1; b1 : : :) = 1 çàìåíèì ýêâèâàëåíòíîé êâàíòèôèöèðîâàí-
íîé áóëåâîé � 1-ôîðìóëîé G ïîëèíîìèàëüíîé äëèíû (ïî ëåììå 14.2).
Ïîëó÷èì êâàíòèôèöèðîâàííóþ áóëåâó ôîðìóëó

F (x) = 9w1
1 : : : 9wp(jx j)

1 8b1
1 : : : 8bp(jx j)

1 : : : G;

äëÿ êîòîðîé
v 2 L , F (v) 2 TQBF :

Âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ v 7! F (v) ñàìè ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ, ÷òî è äîêàçûâàåò ñâîäèìîñòü L � p

m PSPACE.
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