
Ãëàâà 1

Òåîðèÿ àëãîðèòìîâ

1.1 Ìîäåëè âû÷èñëèìîñòè

1.1.1 Ìàøèíû Òüþðèíãà

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Îäíîëåíòî÷íàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà ðàáîòàåò ñ íåîãðàíè÷åííîé â îáå ñòî-

ðîíû ëåíòîé, ðàçáèòîé íà ÿ÷åéêè:

. . . . . .

Â êàæäîé ÿ÷åéêå çàïèñàíà 1 áóêâà ðàáî÷åãî (ëåíòî÷íîãî) àëôàâèòà Σ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â Σ åñòü ñïåöèàëüíûé ñèìâîë "ïðîáåë"(íàïðèìåð, "^")
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïóñòûõ ÿ÷ååê. Èìååòñÿ ÷èòàþùå-ïèøóùàÿ ãîëîâêà, êîòî-
ðàÿ ìîæåò îáðàáàòûâàòü ñîäåðæèìîå ÿ÷åéêè è ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü ëåíòû.
Óïðàâëÿåò ýòèì ïðîöåññîì óïðàâëÿþùåå óñòðîéñòâî (ÓÓ), êîòîðîå ìîæåò
íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Q. ÓÓ èñïîëíÿåò
ïðîãðàììó, ñîñòîÿùóþ èç êîìàíä âèäà

Êîìàíäà: Äåéñòâèå:

qa→ q′a′

â ñîñòîÿíèè q ∈ Q îáîçðåâàÿ
ÿ÷åéêó ñ áóêâîé a ∈ Σ çàìå-
íÿåò áóêâó íà a′ ∈ Σ è ìåíÿåò
ñîñòîÿíèå íà q′ ∈ Q

qa→ q′a′R
òî æå, íî ñäâèãàåò ãîëîâêó íà
îäíó êëåòêó íàïðàâî

qa→ q′a′L
òî æå, íî ñäâèãàåò ãîëîâêó íà
îäíó êëåòêó íàëåâî

Â ïðîãðàììå ñîäåðæèòñÿ ðîâíî ïî îäíîé êîìàíäå ñ êàæäîé âîçìîæíîé
ëåâîé ÷àñòüþ (qa), ïîðÿäîê íåñóùåñòâåíåí. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èñ-
ïîëíÿåòñÿ ðîâíî îäíà êîìàíäà ñ ïîäõîäÿùåé ëåâîé ÷àñòüþ. Â ìíîæåñòâå
âñåõ ñîñòîÿíèé Q âûäåëåíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0 (ñ êîòîðîãî ÓÓ íà÷èíà-
åò ðàáîòó) è çàêëþ÷èòåëüíîå � â êîòîðîì ðàáîòà ÓÓ ïðåêðàùàåòñÿ.

Ñîãëàøåíèÿ:
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1. Ïðè íàïèñàíèè ïðîãðàìì ÿâíî âûïèñûâàòü òîëüêî "íåòðèâèàëüíûå"êîìàíäû
� îòëè÷íûå îò qa→ qa.

2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ íà ëåíòå â óíàðíîé çàïèñè � ÷èñ-
ëî n çàïèñûâàåòñÿ êàê 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n ðàç

.

3. Â íà÷àëå ðàáîòû ãîëîâêà ðàñïîëîæåíà íåïîñðåäñòâåííî ñëåâà îò âõîä-
íûõ äàííûõ. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òî ñëîâî
íà ëåíòå (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ ìåæäó ñîñåäíèìè "^"), íà êîòîðîå
óêàçûâàåò ãîëîâêà.

Çàäà÷à 1. Íàïèñàòü ïðîãðàììû äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà:
(à) çàìåíÿþùóþ âî âõîäíîì ñëîâå èç 0 è 1 âñå áóêâû 0 íà 1 è íàîáîðîò; (á)
ïåðåìåùàþùóþ 0 ÷åðåç áëîê åäèíèö (011 . . . 1 ; 11 . . . 10);
(â) óäâîåíèå áëîêà èç 1 ;
(ã) îáðàùåíèÿ ñëîâà èç 0 è 1 (ïèøåò íà âûõîäå áóêâû ñëîâà â îáðàòíîì
ïîðÿäêå).
(ä) ñîðòèðîâêà íóëåé è åäèíèö â äâîè÷íîì ñëîâå

Îòâåò 1. (à)

q0^ → q1^ R
q10 → q11 R
q11 → q10 R
q1^ → q2^ L

Ñîñòîÿíèå q2 îáúÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷èòåëüíûì.
(â) Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ áóêâó � äâîéíèê 1

Çàäà÷à 2. Íàïèñàòü ïðîãðàììû äëÿ ìàøèíû Òüþðèíãà, âû÷èñëÿþùèå ñëå-
äóþùèå ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà:
(à) x+ 1;
(á) x+ y;
(â)

f(x) =
{
x− 1, x > 0,
0, x = 0 (ä) |x− y|

(å) 2x+ 1 ;
(æ) 2x;
(ç) [x/2]
(å) xy

1.2 Ðàçðåøèìûå è ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
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Ìíîæåñòâî A ⊆ N íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì (ðåêóðñèâíûì), åñëè åãî
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

χA(x) =
{

1, x ∈ A
0, x 6∈ A

âû÷èñëèìà.

Ìíîæåñòâî A ⊆ N íàçûâàåòñÿ ïîëóðàçðåøèìûì, åñëè åãî ïîëóõàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

πA(x) '
{

1, x ∈ A
íå îïðåäåëåíî, x 6∈ A

âû÷èñëèìà.

Ìíîæåñòâî A ⊆ N íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì (ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëè-
ìûì), åñëè A = ∅ èëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f (ò.å.
âû÷èñëèìàÿ òîòàëüíàÿ ôóíêöèÿ f : N −→ N), äëÿ êîòîðîéA = {f(0), f(1), . . .}.
Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ åãî âû÷èñëèìûì ïåðåñ÷åòîì.

Îïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé A ⊆ Nk. Ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåçèñà ×åð÷à.

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðèòü ðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâ:
(à) âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë;
(á) âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë;
(â) äàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà;
(ã) ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé (x, y) ∈ N2 óðàâíåíèÿ x2 − y2 > 5.
(ä) ìíîæåñòâà âñåõ îáðàòèìûõ m× n−ìàòðèö ñ êîýôôèöèåíòàìè èç N .

Çàäà÷à 2. Ïðîâåðèòü ïîëóðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâ:
(à) êàæäîãî ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà;
(á) âñåõ ïàð ïðîñòûõ ÷èñåë � áëèçíåöîâ;
(â) ìíîæåñòâà âñåõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ íå÷åòíûõ ÷èñåë;
(ã) ìíîæåñòâà òåõ (a0, a1, a2, a3, a4, a5) ∈ N5, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå a0 +
a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + a5x
5 = 0 èìååò ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ.

Çàäà÷à 3. (∗) Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà ïðîâå-
ðèòü ïåðå÷èñëèìîñòü ìíîæåñòâ èç çàäà÷è (2).

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèé: (à) åñëè A,B ⊆ N ðàçðåøèìû,
òî A ∪B,A ∩B,A òàêæå ðàçðåøèìû.
(á) åñëè A,B ⊆ N ïîëóðàçðåøèìû, òî A∪B,A∩B òàêæå ïîëóðàçðåøèìû.
(á) åñëè A,B ⊆ N ïåðå÷èñëèìû, òî A ∪B,A ∩B òàêæå ïåðå÷èñëèìû.

Çàäà÷à 5. (Âàðèàíò òåîðåìû Ïîñòà) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊆ N ðàç-
ðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è åãî äîïîëíåíèå A ïîëóðàçðåøèìû.

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîëóðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà A ñó-
ùåñòâóåò ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ðàáîòàåò âå÷íî, âðåìÿ îò âðåìåíè ïîñûëàÿ
â âûõîäíîé ïîòîê íàòóðàëüíûå ÷èñëà a ∈ A òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäûé
ýëåìåíò A êîãäà-íèáóäü â íåì ïîÿâèòñÿ.
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Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ âñåõ ïîëóðàçðåøèìûõ ïîäìíîæåñòâ N ñîâ-
ïàäàåò ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ïåðå÷èñëèìûõ ïîäìíîæåñòâ N .

Îòâåò 7. Óêàçàíèå: îäèí èç ñïîñîáîâ äîêàçàòü ïåðå÷èñëèìîñòü êàæäîãî
áåñêîíå÷íîãî ïîëóðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà � èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó (6); äðó-
ãîé ñïîñîá ñîäåðæèòñÿ â çàäà÷å (8).

Çàäà÷à 8. Äîêàçàòü, ÷òî
(à) ïðîåêöèÿ ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà R ∈ N2 íà ïåðâóþ êîîðäèíàòó ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì.
(á) Êàæäîå ïîëóðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ïðîåê-
öèÿ íåêîòîðîãî ðàçðåøèìîãî ìíîæåñòâà.
(ñ) Ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç (à),(á), ÷òî êàæäîå ïîëóðàçðåøèìîå
ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî.

Îòâåò 8. Óêàçàíèå: (á) - çàìåòèòü ðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâà

{(x, t) | àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿπA(x)êîí÷àåò ðàáîòó çà t øàãîâ}

Çàäà÷à 9. Ïóñòü f : N −→ N (÷àñòè÷íàÿ) âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ∈ N .
Äîêàçàòü:
(à) åñëè ïåðå÷èñëèìî, òî f(), f−1() òàêæå ïåðå÷èñëèìû; (á) åñëè ðàçðå-
øèìî, à f òîòàëüíà, òî f−1() òàêæå ðàçðåøèìî;
Çàäà÷à 10. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊂ Nk m-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó
B ⊂ N l (îáîçíà÷àåòñÿ A ≤m B ), åñëè ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ f : Nk −→ N l òàêàÿ, ÷òî x ∈ A⇔ f(x) ∈ B. Äîêàçàòü, ÷òî
(à) îòíîøåíèå ≤m ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî;
(á) åñëè A ≤m B è B ðàçðåøèìî (ïåðå÷èñëèìî), òî A òîæå ðàçðåøèìî
(ïåðå÷èñëèìî).

Çàäà÷à 11. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå áåñêîíå÷íîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî
îáëàäàåò âû÷èñëèìûì ïåðåñ÷åòîì áåç ïîâòîðåíèé.

Çàäà÷à 12. (à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ⊆ N îáëàäàåò ìîíîòîííûì âû-
÷èñëèìûì ïåðåñ÷åòîì A = {f(0), f(1), . . .}, f(x) ≤ f(x+1), i = 0, 1, . . . òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ðàçðåøèìî.
(á) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ óñëîâèå ìîíîòîííîñòè â (à)
ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ñëàáîå: f(x) ≥ g(x), x ∈ N äëÿ íåêîòîðîé íåóáû-
âàþùåé íåîãðàíè÷åííîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè g.

Çàäà÷à 13. (Òåîðåìà î ãðàôèêå) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : N −→ N
âû÷èñëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ãðàôèê {(x, y) | y = f(x), x ∈
D(f)} ïåðå÷èñëèì.
Çàäà÷à 14. (à) Äîêàçàòü, ÷òî ó òîòàëüíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f : N −→
N ãðàôèê {(x, y) | y = f(x), x ∈ D(f)} ðàçðåøèì. (á) Ïîñòðîèòü ïðèìåð
íåòîòàëüíîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f : N −→ N ñ ðàçðåøèìûì ãðàôèêîì.

Çàäà÷à 15. (Òåîðåìà îá óíèôîðìèçàöèè) Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå ïåðå÷èñëè-
ìîå ïîäìíîæåñòâî A ⊆ N2 ñîäåðæèò â ñåáå ãðàôèê íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé
ôóíêöèèè f : N −→ N , îïðåäåëåííîé âî âñåõ òî÷êàõ ïðîåêöèè ìíîæåñòâà
A íà ïåðâóþ êîîðäèíàòó.
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1.3 Íóìåðàöèè

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî íóìåðàöèé ϕm

i êëàññà âñåõ
âû÷èñëèìûõ ôóíêöèè â òèïå äàííûõ N , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì 1. � 3.
Êîíñòðóêöèÿ òàêèõ íóìåðàöèé èçâëåêàåòñÿ èç ïîäõîäÿùåãî âû÷èñëèìîãî
ïåðåñ÷åòà âñåõ ïðîãðàìì â âûáðàííîé ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ.

ϕ1
0(x) ϕ1

1(x) . . . ϕ1
i (x) . . .

ϕ2
0(x, y) ϕ2

1(x, y) . . . ϕ2
i (x, y) . . .

...
...

...

ϕm
0 (x1, . . . , xm) ϕm

1 (x1, . . . , xm) . . . ϕm
i (x1, . . . , xm) . . .

...
...

...

1. Â ñòðîêå íîìåð m = 1, 2, . . . ñîäåðæàòñÿ âñå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè
f : Nm −→ N è òîëüêî îíè.

2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì m óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ

um(i, x1, . . . , xm) ' ϕm
i (x1, . . . , xm)

âû÷èñëèìà.

3. Âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå îáîáùåííîé òåîðåìû î ïàðàìåòðèçàöèè (s-
m-n-òåîðåìû): äëÿ êàæäûõ m,n ≥ 1 cóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëè-
ìàÿ ôóíêöèÿ s : Nm+1 −→ N òàêàÿ, ÷òî

ϕm+n
k (x1, . . . xm, y1, . . . , yn) ' ϕn

s(k,x1,...xm)(y1, . . . , yn)

ïðè âñåõ k, x1, . . . xm, y1, . . . , yn ∈ N .

1.3.1 Ïîçèòèâíûå ôàêòû

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h :
N2 −→ N òàêàÿ, ÷òî ϕ1

h(i,j)(x) ' ϕ1
i (x) + ϕ1

j (x).
Îòâåò 1. Óêàçàíèå: óñòàíîâèòü âû÷èñëèìîñòü f(i, j, x) ' ϕ1

i (x) + ϕ1
j (x);

ïîëîæèòü h(i, j) = s(k, i, j), ãäå k � íîìåð f .
Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h :
N2 −→ N òàêàÿ, ÷òî ϕ1

h(i,j)(x) ' ϕ1
i (ϕ

1
j (x)).

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h :
N3 −→ N òàêàÿ, ÷òî

ϕ1
h(i,j,k)(x) ' ϕ1

k(x)?ϕ1
i (x) : ϕ1

j (x) (óñëîâíàÿ îïåðàöèÿ â Ñ).

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h :
N2 −→ N òàêàÿ, ÷òî

ϕ1
h(i,j)(x) ' {

while(ϕ1
i (x) > 0) x = ϕ1

j (x);
return x;

}
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Çàäà÷à 5. (Ñâîéñòâî ãëàâíîñòè íóìåðàöèè ϕ1
i , i = 1, 2, . . .) Ïóñòü ó íóìå-

ðàöèè ψ0(x), ψ1(x), . . . íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé óíèâåð-
ñàëüíàÿ ôóíêöèÿ v(i, x) ' ψi(x) âû÷èñëèìà (òàêèå íóìåðàöèè íàçûâàþòñÿ
âû÷èñëèìûìè). Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ
h òàêàÿ, ÷òî ψi(x) ' ϕ1

h(i)(x) .
Çàäà÷à 6. Ïóñòü g : N −→ N ôèêñèðîâàííàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ζ � íè-
ãäå íå îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ, A ⊆ N - ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî. Äîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h òàêàÿ, ÷òî

ϕ1
h(i) =

{
g, i ∈ A,
ζ, i 6∈ A.

Îòâåò 6. Óêàçàíèå: óñòàíîâèòü âû÷èñëèìîñòü ôóíêöèè

f(i, x) '
{
g(x), i ∈ A,
íå îïðåäåëåíî, i 6∈ A;

ïîëîæèòü h(i) = s(k, i), ãäå k � íîìåð f .
Çàäà÷à 7.Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâîA ⊆ N m-ñâîäèòñÿ
(ñì. çàäà÷ó (10) èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà) ê ìíîæåñòâàì
(à) {i | ϕ1

i (i) îïðåäåëåíî};
(á) {i | ϕ1

i (5) = 25};
(â) {i | ϕ1

i (i) = 99};
(ã) {i | ϕ1

i òîòàëüíà}.
(ä) Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå êîïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî m-ñâîäèòñÿ ê
{i | ϕ1

i íèãäå íå îïðåäåëåíà}.
Îòâåò 7. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé (6).

1.3.2 Íåãàòèâíûå ðåçóëüòàòû

Çàäà÷à 8. (à) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ' ϕ1
x(x) + 1 âû÷èñëèìà, íî íå

èìååò âû÷èñëèìûõ òîòàëüíûõ ïðîäîëæåíèé.
(á) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî K = {x | ϕ1

x(x) îïðåäåëåíà} ïåðå÷èñëèìî, íî
íå ðàçðåøèìî.
(â) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî STOP = {(i, x) | ϕ1

i (x) îïðåäåëåíà} ïåðå÷èñ-
ëèìî, íî íå ðàçðåøèìî.
Îòâåò 8. Óêàçàíèå: (à) ïîïûòàòüñÿ íàéòè çíà÷åíèå g(k), ãäå g - êàíäèäàò
â âû÷èñëèìîå òîòàëüíîå ïðîäîëæåíèå, à k � åãî íîìåð;
(á) èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè K ïðåäëîæèòü àëãîðèòì âû-
÷èñëåíèÿ ôóíêöèè f èç (à).
Çàäà÷à 9. (à) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =
{

100, ϕ1
x(x) = 59,

59, èíà÷å,

íå âû÷èñëèìà.
(á) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî {x | ϕ1

x(x) = 59} ïåðå÷èñëèìî, íî íå ðàçðåøè-
ìî.
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Îòâåò 9. Óêàçàíèå:(à) ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f âû÷èñëèìà, è ïîïûòàòüñÿ íàé-
òè çíà÷åíèå f(k), ãäå k � íîìåð f .
Çàäà÷à 10. Ïóñòü ôèêñèðîâàíà ìàøèíà Òüþðèíãà (èëè Ì.Í.Ð. èëè äðó-
ãîå âû÷èñëèòåëüíîå óñòðîéñòâî) äëÿ âû÷èñëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè
u1(i, x) è T (i, x) � âðåìÿ (÷èñëî øàãîâ) åå ðàáîòû íà âõîäå i, x.
(a) Ïðîâåðèòü, ÷òî (1) ôóíêöèÿ T âû÷èñëèìà; (2) (T (i, x) îïðåäåëåíî) ⇔
(ϕi(x) îïðåäåëåíî) ; (3) {(i, x, t) | T (i, x) ≤ t} ðàçðåøèìî.
(á) Ïóñòü h : N −→ N òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî òî-
òàëüíàÿ ôóíêöèÿ

f(x) =
{
ϕ1

x(x) + 1, åñëè T (i, x) ≤ h(x),
0, èíà÷å,

âû÷èñëèìà, íî íå âû÷èñëèìà çà âðåìÿ h, ò.å. ∀i∃x(f = ϕi → T (i, x) > h(x)).
(â) Ïîñòðîèòü òîòàëüíóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ ñî çíà÷åíèÿìè 0,1 , êîòî-
ðàÿ òàêæå íå âû÷èñëèìà çà âðåìÿ h â ñìûñëå çàäàíèÿ (á).
Çàäà÷à 11. (Òåîðåìà Ðàéñà) Ïóñòü P -ñåìåéñòâî îäíîìåñòíûõ âû÷èñëèìûõ
ôóíêöèé, P 6= ∅ è ñóùåñòâóåò îäíîìåñòíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f 6∈ P.
Äîêàçàòü, ÷òî åãî èíäåêñíîå ìíîæåñòâî {i | ϕ1

i ∈ P} íåðàçðåøèìî.
Îòâåò 11. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé (6); â êà÷åñòâå A âçÿòü ïðî-
èçâîëüíîå íåðàçðåøèìîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî.
Çàäà÷à 12. Äîêàçàòü íåðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâ:
(à) {i | ϕ1

i òîòàëüíà};
(á) {i | ϕ1

i íèãäå íå îïðåäåëåíà};
(â) {i | ϕ1

i (5) = 25};
(ã) {i | ϕ1

i (5) îïðåäåëåíî};
(ä) {i | ϕ1

i ìîíîòîííà};
(å) {i | ϕ1

i òîòàëüíà};
Îòâåò 12. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé (11).
Çàäà÷à 13. Äîêàçàòü íåïåðå÷èñëèìîñòü ìíîæåñòâ:
(à) {i | ϕ1

i (5) íå îïðåäåëåíî};
(á) {i | ϕ1

i (5) íå îïðåäåëåíî èëè 6= 25};
(â) {i | ϕ1

i íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèé > 25};
(ã) {i | ¬∃x(ϕ1

i (x) = x)};
Îòâåò 13. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé (11) è òåîðåìîé Ïîñòà.
Çàäà÷à 14. Äîêàçàòü íåðàçðåøèìîñòü ìíîæåñòâ:
(à) {(i, j) | ϕ1

i åñòü ïðîäîëæåíèå ϕ1
j};

(á) {(i, j) | D(ϕ1
i ) ∪D(ϕ1

j ) = N};
(â) {(i, j) | D(ϕ1

i ) ∩D(ϕ1
j ) = ∅};

(ã) {(i, j) | ϕ1
i , ϕ

1
j òîòàëüíû è ∀x(ϕ1

i (x) = 2ϕ1
j (x))};

Îòâåò 14. Óêàçàíèå: ïîäîáðàòü íåðàçðåøèìîå ìîæåñòâî A ⊆ N , êîòîðîå
m-ñâîäèòñÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó.


