
���������� �

���������	��
	 ������	��	 ��
�	��

�� �� �����	

� ���������	 
 ����
���


���
������ ���� �	
��
��
 �
�� ����� ��
�� 
�
�	���� ����� Z� �	
��
��
 �
�� 	�������	��
��
�� �
 	����� ! ����� N�

���
������ ���� �������� �	
��
�� A � B 
�
�	���� A�B�

���
������ ���� �	
��
��
 �
�� "
#�	
��
�� "�
���
��	
$
 �	
��
��� A 
�
�	���� �����
P�A �

���
������ ���� 	�
��
����� 	�������
% 	�"�
�
� �	
��
��
 S 
 ��#�		
& 	� 	�& ��	��	
&

"������& �� �#
�����
�%'(�& �
�
��' ��x � S ��y � S ��z � S �x � y � z ) x � �y � z �
������ ���� *�
�� D ! 	�+
�
�
� �	
��
��
 � nil �� D � D� ,"��#���� 	� �	
��
���
S � �D �D � fnilg ��	��	�' 
"�����' �� "
�
��� hx� yi � hy� zi � hx� zi #�% �'��� x� y� z � D� �
�
 �
�� #��$�� 
����%� a � b� nil� -
$#� hS� �i ! "
��$��""� �#��� "
��$��""� 
 	����� �

���
������ ���� �������� ���
��������� ��
��
����� �partially ordered semigroup 	�������
%
��$�������
+�% 
�
���� hS� ���i� $#� hS� �i! "
��$��""�� �! ��
���	�& "
�%#
+ 	� �	
��
��� S
��
 �
�� 
�	
.�	�� � ��/��+
��	
� ���	�����	
 � �	��
��������	
 � ��"
�	%��
% 
�
&
��

��x� � S ��x� � S ��y� � S ��y� � S �x� � x� � y� � y�� x� � y� � x� � y� �
�� 01�2 �
������ ���� hN�3��i! ��
���	
 �"
�%#
��		�% "
��$��""��
������ ���� *�
�� hS� �i ! "
��$��""�� -
$#� hS� ��)i ! ��
���	
 �"
�%#
��		�% "
��$��""��
���������� ���� *�
�� hS� �i! "
��$��""� �� "������ ��4� ,"��#���� 	� �	
��
��� S ��	��	
�

�	
.�	�� 	 ��+5

x 	 y �
$#� � �
��+
 �
$#�� +
$#� x ) nil ��� x ) y�

-
$#� hS� ��	i ! ��
���	
 �"
�%#
��		�% "
��$��""��

���
������ ����� 	�
��
����� � ��
����� �residuated semigroup 	�������
% ��$�������
+�%

�
���� hS� ���i� $#� hS� �i ! "
��$��""� � � ! ��
���	�& "
�%#
+ 	� �	
��
��� S� "������ #�%
�'��� 6����	�
� a � b �� S 
�(�
����� ��+
& 6����	� a � b � S �"���
� ��
�	
� 6����	�� a "
 b �
��
 �
�
��% c � a � b � c � b � a 6+������	�	�� � 
�(�
����� ��+
& 6����	� b n a � S ����
� ��
�	
�
6����	�� a "
 b � ��
 �
�
��% c � b n a � b � c � a 6+������	�	� �
�� 01�2 �
������ ����� hZ�3��i! "
��$��""� 
 #���	����
���������� ����� hN� f�g�3��i ! "
��$��""� 
 #���	����
���������� ����� 7 +��#
& "
��$��""� 
 #���	��� "���
� ��
�	
� � ���
� ��
�	
� 
"��#��%'�
%

#	
�	��	
�
���������� ����� 8��#�% ������ ��$���� %��%��
% "
��$��""
& 
 #���	����
���������� ����� 8��#�% "
��$��""� 
 #���	��� %��%��
% ��
���	
 �"
�%#
��		
& "
��$��"9
"
&�
������� ����� 	���� hS� ���i � �������� ���
��������� ��
��
����� �������
�� ���������
K � fA 
 S j ��a � A ��b � a b � Ag� ��
���
�� �� ��������� K ����
��� ���
���� � ��� 

A � B � fc � S j ��a � A ��b � B c � a � bg�

!���� hK� � �
i � ��
��
���� � ��
������ 	
� "��� A � B ) fc � S j ��b � B c � b � Ag �
B nA ) fc � S j ��b � B b � c � Ag�

������ ����� *�
�� hS� �i ! "
��$��""�� ,"��#���� 	� �	
��
��� P�S ��	��	�' 
"�����' �

��+5
A � B � fa � b j a � A� b � Bg�

-
$#� hP�S � � �
i ! "
��$��""� 
 #���	���� *�� 6�
� A � B ) fc � S j fcg � B 
 Ag � B n A )
) fc � S j B � fcg 
 Ag�
 ���!���� ����� ,"������ � � n �� "������ ���� �
"
����'�
% "�� 
"���/�+���� "�
$���� 01�2�

���
������ ����� *�
�� : ! 	�+
�
�
� 	�"�
�
� �	
��
��
� ;���� :� 
�
�	�����
% �	
9
��
��
 �
�� 	�"�
��� +
	��	�� "

��#
������	

��& 6����	�
� :� *
��$��""� h:�� �i� $#� � !

"�����% +
	+���	���� �
+�����	�% +
	��	�� "

��#
������	

��&� 	�������
% ��������� ��
�#
�
������ <����	�� �	
��
��� : 	�����'�
% ��
�����$��� 6�
& 
�
�
#	
& "
��$��""��



���������� �

���"���� ����� *�
�� h:�� �i! 
�
�
#	�% "
��$��""�� ,"�
��� 	����	�.�� "
#�	
��
��
 �	
9
��
��� P�:� � 

#����(�� �
� +
	��	�� "
#�	
��
��� �	
��
��� :� � ���+	��
� 
�	

�����	


"�����& � � � � n �� "������ �����
���������� ����� *�
�� h:�� �i ! 
�
�
#	�% "
��$��""�� ,�
�	����

K � fA 
 :� j A ) :� ��� A +
	��	
g�

,"��#���� 	� ��
���	
 �"
�%#
��		
� �	
��
��� hK�
i ��	��	�' 
"�����' � ��+5

A � B � minfC � K j ��a � A ��b � B a � b � Cg�

-
$#� hK� � �
i ! "
��$��""� 
 #���	����

���
������ ����� *�
�� : ! 	�+
�
�
� 	�"�
�
� �	
��
��
� ;���� :� 
�
�	�����
% �	
��
��

�
�� +
	��	�� "

��#
������	

��& 6����	�
� :� �
	
�# h:�� �� �i� $#� � ! 
"�����% +
	+���	�9
��� �
+�����	�% +
	��	�� "

��#
������	

��&� � � ! "�
��% "

��#
������	

��� 	�������
%
�������%� ���������
 ���!���� ����� :� ) :� � f�g�

� ��
����
�����
�� �
��
��
��

 ���!���� ���� 7 
"��#��%��
� � 6�
� ���#��� �
��
��	�� ���
#%�
% �
� ��+
	� ��
��� "
��9
$��"" 
 #���	���� ���������� ��
���	��� /
������� � 
�$	����� h � � n� ���i�

���
������ ���� <����	�� 
����	
$
 �	
��
��� Pr� fp�� p�� p�� � � �g 	�����'�
% �
�������%��
�������

���
������ ���� !��% �
��
��	�% =����+� 
��
%�
% �� 6����	�
� �	
��
��� Pr 
 "
�
(�' �����
��	��	�� 
"����
�
� � � n � �� �	
��
��
 �
�� ��"
� 
�
�	�����
% Tp� -�"� ��#�� 
�
�	�����
��$���	��� ��+���� �� 	����� ����	
+
$
 ��/������

���
������ ���� >�

�
���� �
��
��	�� LH �
�� 0��2 � ���
#����� 
�?�+���� +
�
�
$
 %��%9
'�
% /
����� ��#� A � B� $#� A � Tp � B � Tp� @+
�
�� �
��
��	�% LH ���'� ��# A � A�
�A � B � C � A � �B � C � A � �B � C � �A � B � C� � ���
#� 
��
%�
% 
 "
�
(�' 
��#�'(��
"�����5

A � C � B
C � A nB�

C � A� B
C � B�A�

C � A nB

A � C � B�

C � B�A

C � A� B�
A� B B � C

A� C�

7 +��#
� "������ /
����� "
# ����
& 	�������
% ���
������� #�		
$
 "������� � /
����� 	�#
����
& �
#	� ��� #�� 	�����'�
% ���%
���� #�		
$
 "������� �	
��
��
 ���
#���� /
����
#�		
$
 �
��
��	�% 
"��#��%��
% +�+ 	����	�.�� �	
��
��
� 

#����(�� �
� �+
�
�� � ���+	��
�

�	

�����	
 "����� ���
#� ��
 �
�� �#
�����
�%'(�� 
��#�'(��� �
�
��'5 �
�� �
� "

��+�
	�+
�
�
$
 "������ "��	�#����� 6�
�� �	
��
���� �
 � ��+�'��	�� #�		
$
 "������ "��	�#�����
6�
�� �	
��
��� �

A
��
��	�� LH 	�������
% �����
����� &������� B�#�� "�
��� LH � A � B� �
�� /
�����
A� B ���
#��� � �
��
��	�� LH�
���������� ���� LH � �A�B � B � A�
���������� ���� LH � B � �B nA � A�
������ ���� LH � B � A��B nA 5

B nA� B nA

B � �B nA � A

B � A��B nA �

 ���!���� ���� 7 ����������
+
& ��	$��
��+� �
��
��	�� =����+� �
"
������
% #�% ��#�	�%
�	
��
��� +
���+�	�� "��#�
��	�&� 7 
"������	
� 
�
���� �
��	��������
% 


����
���� ���#�

�
�
/
����� � ��"��� �
��
��	�% =����+�� C�% 	�$�%#	

�� 
�
�	���� p�� p� � p� ����� s �"��#9
�
��	�� � np ����		�% $��""� � n ����		�% $��""� ��� ����+�% � *�
�� � 
�
���� ���'�
% 
��#�9
'(�� ��"�
�5 np �Mary� np � John� �np n s � smiles� ��np n s n �np n s  � charmingly� ��np n s �np � reads�
n � book� �np�n � a� �n�n � strange� ��s n s �s � whenever� -
$#� ���
#��

�� np � �np n s � s
"
+�������� ��
 Mary smiles %��%��
% "��#�
��	����
���������� ���� LH � �A nB � C � A n �B � C �
���������� ����� LH � A � �B nC � �B�A nC�



���������� 1


���
������ ����� '���
�� �����
���� &������ �� ��
��
���� � ��
����� ����� #�% +���+

���
"�

�
 ����
�� �� ��
��
���� � ��
����� 	�������
% ��+�% �������+� hS� ���� wi� $#� hS� ���i !
"
��$��""� 
 #���	���� � w ! 
�
�����	�� �� �	
��
��� Tp � �	
��
��
 S� �#
�����
�%'(��

��#�'(�� ����� 


�	
.�	�%�5

w�A � B ) w�A �w�B �

w�A nB ) w�A nw�B �

w�A�B ) w�A � w�B �

 ���!���� ����� *�
�� hS� ���� wi ! �
#��� 	� "
��$��""� 
 #���	���� D
�� #�	� �	���	�%
/�	+��� w 	� 6����	��� Pr� �
 

����	�� �	���	�% /�	+��� w 
"��#��%'�
% 
#	
�	��	
�

���
������ ����� E
����� A � B 	�������
% �������� � �
#��� 	� "
��$��""� 
 #���	���
hS� ���� wi� �
�� w�A � w�B �

���
������ ����� *�
�� C ! 	�+
�
�
� �
��
��	�� � F ! �	
��
��
 �
�� /
���� �$
 %��+��
A
��
��	�� C 	�������
% ��

����%� 
�	

�����	
 +��

� �
#���& K� �
�� #�% +��#
& /
�����
F � F �� C � F 
��#���� ��
 ��M � K M � F � A
��
��	�� C 	�������
% ��
�%� 
�	

�����	

+��

� �
#���& K� �
�� #�% +��#
& /
����� F � F �� ��M � K M � F 
��#���� ��
 C � F �
������� ����� (����
���� LH ��

����� ��������
��� ����
�� �� ��
��
����) � ��
����� *��
���� ��
� A� B �%������ � LH+ �� A� B ������� �� ���) ����
�) �� ��
��
����) � ��
�����,�


���
������ ����� >�������� ����	� �
�� ��
�#�	�& pi � ��"� A 	� ��" B ��#�� 
�
�	�����
A0pi 
 B2� �<�
 "
	%��� �
�	
 
"��#����� �	#�+���& "
 "

��
�	�' A� 
������� ���� #� 
���	����	�� ���$��� ��
	����$%�&� -�
� LH � A � B+ ��
LH � A0pi 
 C2� B0pi 
 C2�

������� ����� -�
� LH � A� � A�+ �� LH � A� � B � A� � B+ LH � B � A� � B � A�+
LH � A��B � A��B+ LH � B�A� � B�A�+ LH � B nA� � B nA� � LH � A� nB � A� nB�


���
������ ����� A� B � LH � A� B � LH � B � A�
���������� ����� �A nB �C � A n �B�C �
���������� ����� A��B � C � �A�C �B�
���������� ����� A � �A n �A � B  � A � B�
������� ����� ����.���� � � ����
�"�����

������� ���� #� 
���	����	�� ���$��� '����(&� -�
� A� B+ �� C0pi 
 A2� C0pi 
 B2�

���"���� ����� �
�	
 �� �+
�
�������
���� ��
��' 
�	
.�	�% � 
 "
�
(�' "����� "
#
��9
	
�+�� ����	�� ���	�����	

��� 
��������	

�� � +
	��	
$
 �	
��
��� �+
�
� ��#� A� BF
������� ����� (����
���� LH ��
�� ��������
��� ����
�� �� ��
��
����) � ��
����� *�� ����
��
� A� B ������� �� ���) ����
�) �� ��
��
����) � ��
�����+ �� A� B �%������ � LH, /012�
3�$������� �����
��
���� ����
� *�� ���� ��$������� ����� ����
� �� ��
��
���� � ��
�����+
��� � ��� ������% ��� �%�����%� � LH 4�
��
% � ��
��� ���,�

5�������
������ *

��
�� +�	
	���
+�' �
#��� �� +��


� 6+������	�	

�� ��"
� "
 +
	$��6	9
��� �� ,�
�	���� 0A2� fB � Tp j A � Bg #�% +��#
$
 A � Tp� ,�
�	���� S � f0A2 j A � Tpg�
*
�
��� 0A2 � 0B2 �
$#� � �
��+
 �
$#�� +
$#� LH � A � B� *
�
��� 0A2 � 0B2 � 0A � B2�
0A2 � 0B2� 0A�B2� 0A2 n 0B2� 0A nB2� <�� 
"��#���	�% +
���+�	�� �
�	
 "�
������� ��
 hS� ���i
%��%��
% "
��$��""
& 
 #���	����

*
�
��� w�A � 0A2 #�% +��#
$
 A � Tp� =�$+
 "�
������� ��
 hS� ���� wi %��%��
% �	����9

���	
& �
#���' #�% �
��
��	�% LH�

���"���� ����� *
�	
 �� �
��
��	�� LH ���� �
�% �� LH�n  
�	

�����	
 �
#���& 	� +
	��	��
"
��$��""�� 
 #���	���F

� �����
�����
�� �
��
��
��

��� ������	�
��

 ���!���� ���� ,"��#��%��
� � 6�
� ���#��� 
�+��	�����	
� �
��
��	�� "
�
��� �
��	
����
�����.��

�� "�
����� ���
#��

�� � �
��
��	�� LH�



���������� �


���
������ ���� C�% �	
��
��� �
�� +
	��	�� "

��#
������	

��& ��"
� �
"
������ 
�
�	�9
��	�� Tp�� � #�% �	
��
��� �
�� 	�"�
��� +
	��	�� "

��#
������	

��& ��"
� ! Tp�� G���
� H
��#�� 
�
�	����� "�
��' "

��#
������	

�� ��"
�� *�
"�
	�� $����
+�� ��+�� �+�
�� H � : 
��#�� �
"
���
���� #�% 
�
�	���	�% "�
���
��	�� +
	��	�� �	� 
�%������	
 	�"�
��� "

��#
9
������	

��& ��"
�� A	
$#� ��#�� "�
��� A� � � � � � An ���
�
 �� � � �A� � A� � � � � � An � D
��
I ) A� � � �An� �
 �I� A� � � � � � An�

���
������ ���� ,"��#���� ��"��� �
��
��	�� L �
�� 0��2 � 7��
#����� 
�?�+���� 6�
$
 �
9
��
��	�% %��%'�
% ��"�
� ��#� A� � � � An � B� $#� n � � ���+�� ��"�
� 	�����'�
% ����������� �
A	������	
 A� � � � An � B 
�	����� �
 ��� ��
 � A� � � � � � An � B� -�" B 	�������
% ��������#
���� � "

��#
������	

�� A� � � � An ! ������������ 
�+��	��� A� � � � An � B� A	
$#� #�%
%
	

�� ��"� �	����#�	�� 
�#��%'� #��$ 
� #��$� ��"%�����

@+
�
�� �
��
��	�% L ���'� ��# A� A� 7��
#� 
��
%�
% 
 "
�
(�' 
��#�'(�� "�����5

A K� B
K� A nB

�� n � $#� K �) H� K� A I B N� C
I K �A nB N� C

�n � �

K A� B
K� B�A

�� � � $#� K �) H� K� A I B N� C
I �B�A K N� C

��� �

I� A N� B
I N� A � B

�� � �
I A B N� C

I �A � B N� C
� � � �

K� B I B N� A
I K N� A

�cut �

7 +��#
� "������ 
�+��	��% "
# ����
& 	�������
% ���
������� #�		
$
 "������� � 
�+��	���
	�# ����
& �
#	� ��� #�� 	�����'�
% ���%
���� #�		
$
 "�������

A
��
��	�� L 	�������
% ���������
��%� �����
����� &������ ��� "�

�
 �����
����� &��#
�����
������ ���� L � ��p� n p� �p� � �p� n �p��p�  5

p� � p�

p� � p� p� � p�
p� �p� n p� � p�

�n � 

p� ��p� n p� �p� p� � p�
��� 

p� ��p� n p� �p� � �p��p� 
�� � 

��p� n p� �p� � �p� n �p��p�  
�� n �

���������� ���� L � �A�B �B�C � A�C�

���
������ ���� 7 "������� �� n � �� � � �� � �
���%� ����� 	�������
% 
�+��#�	� ��9
+�'��	�%� 7 "������� �n � � �� � � � � � �
���%� ����� 	�������
% �
� ��" � �	����#�	��
��+�'��	�%� +
�
��& � 
���� "������ ��+�'���	 � 
+
�+��

���
������ ���� 5
��� ���� A 
�
�	�����
% kAk � 
"��#��%��
% +�+ 
�����	
� +
����
��

��
�#�	�& "�������	�� ��"
� � �	�+
� ��	��	�� 
"�����& � A5

kpik� ��

kA � Bk� kAk3 kBk3 ��

kA nBk� kAk3 kBk3 ��

kA�Bk� kAk3 kBk3 ��

C�% "

��#
������	

�� ��"
� "
��$���

kA� � � �Ank� kA�k3 � � �3 kAnk�

��� 
����
������ ����
��

*����#��� #
+�������
��
 ��
���� 
� �
���	��

�� 
���	�%� 
"����+
��		
� A� =����+
� � ��9
�
�� 0��2�



���������� 4

������� ��� #)��"�%&� &���� ���������+ �%������� � �����
���� &������+ ����� �%�����
��� ����
�������� �
���
� �cut �

5�������
������ C
+���� �	#�+���& "
 kOk3kQk3kRk3kFk3kEk� ��
 �
�� 
�+��	��� Q� F
� OFR � E ���
#��� � �
��
��	�� =����+� ��� �
"
���
��	�% "������ �cut � �
 
�+��	��%
OQR � E �
�� ���
#��� ��� �
"
���
��	�% "������ �cut � >�

�
���� 
��� ���
���	
 "���9
+����'(��
% 
�������

*��!�+ �, Q� F %��%��
% �+
�
�
&�
-
$#� ��+�'��	�� "������ 
���	�% 

�"�#��� 
 "

��+
& OFR� E�
*��!�+ �, OFR� E %��%��
% �+
�
�
&�
-
$#� ��+�'��	�� "������ 
���	�% 

�"�#��� 
 "

��+
& Q� F �
*��!�+ �, ��" F 	� %��%��
% $���	�� ��"
� "

��#	�$
 "������ � ���
#� 
�+��	��� Q� F �
>��#���� 6�
� 
����& 	� "
#
����� � ����
��

�� 
� "

��#	�$
 "������ 6�
$
 ���
#��
*��!�+ �a, "�����
 �n � �
C�	


K� A IBN� F
IK�A nB N� F

�n � 
OFR� E

OIK�A nB NR� E
�cut �

*���
��
�� ���
# ��+5

K� A
IBN� F OFR� E

OIBNR� E
�cut 

OIK�A nB NR � E
�n � �

*��!�+ �b, "�����
 ��� �
7��
# "���
��������
% �	��
$��	
 
����' 1a�
*��!�+ �c, "�����
 � � � �
7��
# "���
��������
% �	��
$��	
 
����' 1a�
*��!�+ �, ��" F 	� %��%��
% $���	�� ��"
� "

��#	�$
 "������ � ���
#� 
�+��	��� OFR� E�
<�
� 
����& ���������
% �	��
$��	
 
����' 1�
*��!�+ �, 7 "

��#	�� "������� ���
#
� 
�+��	��& Q � F � OFR � E ��
#��
% $���	�%


�%�+� #�% ��"� F ) A � B�
C�	


I� A N� B
IN� A � B

�� � 
OABR � E

O�A � B R � E
� � � 

OINR� E
�cut �

*���
��
�� ���
# ��+5

N� B
I� A OABR� E

OIBR� E
�cut 

OINR� E
�cut �

*��!�+ �, 7 "

��#	�� "������� ���
#
� 
�+��	��& Q � F � OFR � E ��
#��
% $���	�%

�%�+� #�% ��"� F ) A nB�

C�	

AQ� B

Q� A nB
�� n K� A IBN� E

IK�A nB N� E
�n � 

IKQN� E
�cut �

*���
��
�� ���
# ��+5

K� A
AQ � B IBN� E

IAQN� E
�cut 

IKQN � E
�cut �

*��!�+ �, 7 "

��#	�� "������� ���
#
� 
�+��	��& Q � F � OFR � E ��
#��
% $���	�%

�%�+� #�% ��"� F ) B�A�

7��
# "���
��������
% �	��
$��	
 
����' ��

������ ���� L � p� � p� � �p� n p� � L � p���p� n p� � p��

������� ����� 	
��
��� �%��������� � L 
��
�.����

������� ����� 3������� ���4�
��
�������



���������� �

��� ������� ������������������	�����

�� ��������

)���� ����� 	
���
� �� n + �� � � � � � ��
����%�

5�������
������ ,������

�� "������ �� n �
��	��������
% ���
#
�

K � A nB
A� A B � B
A�A nB � B

�n � 

AK� B
�cut �

,������

�� "������ �� � �
��	��������
% ���
#
�

K� B�A
A� A B � B
�B�A A� B

��� 

KA� B
�cut �

,������

�� "������ � � � �
��	��������
% ���
#
�

A� A B � B
AB � A � B

�� � 
I�A � B N� C

IABN � C
�cut �

)���� ����� -�
� LH � D � E+ �� L � D � E�

)���� ����� -�
� L � I� A+ �� LH � �I� A�

������� ����� L � I� A ����� � ��
��� �����+ ����� LH � �I� A /162�

������ ����� LH � p� � p� � �p� n p� � LH � p���p� n p� � p��
������ ����� L � B �A�B � A �
$#� � �
��+
 �
$#�� +
$#� LH � B � �A�B � A�

���������� ����� C
"�
���
 �� "�����

A� � B � A � B A � B� � A � B

A� � B� � A � B
F

���������� ����� C
"�
���
 �� "�����

A � B � A� � B A � B � A � B�

A � B � A� � B�
F

���"���� ����� >����.��� �� "�
����� #
"�
���

�� "������ ��#�		�� 
������ ��
�% �� #�%
L�n  F
���"���� ����� >����.��� �� "�
����� "
�	
�� 
�
���� "������ ��#�		�� 
������F

���
������ ����� E�	+��% dual5 Tp� Tp 
"��#��%��
% ��+5

dual�pi � pi�

dual�A � B � dual�B � dual�A �

dual�A nB � dual�B � dual�A �

dual�A�B � dual�B n dual�A �

������ ����� dual�p���p� � �p� n p�   ) ��p��p� � p� n p��

������� ����� L � I� A ����� � ��
��� �����+ ����� L � dual�I � dual�A �

)���� ����� &���� ���������+ �%������� � �����
���� &������+ ����� �%����� ��� �
���
�
�cut ���+ ��� ��� ����
�����%� ������% ����� ��� pi � pi *�� �� � �������) ���
�������
��
��� �
�������%� ���%,�

5�������
������ >�

�
���� �
��
��	��� $#� �
+�'��	� �+
�
�� 
 	�"�������	��� ��"��� �
	�� "������ �cut � C

���
�	
 #
+������ ��
 � 6�
� �
��
��	�� ���
#��� �
� 
�+��	��� ��#�
A� A� G#����� 6�
 �	#�+���& "
 "

��
�	�' ��"� A�

*��!�+ �, A ) pi�
7 6�
� 
����� A� A %��%��
% �+
�
�
& ��

���������
$
 �
��
��	�%�
*��!�+ �, A ) B � C�



���������� �

*
 "��#"
�
��	�' �	#�+��� ���
#��� 
�+��	��� B � B � C � C� 7���#�� 
�+��	��'
B � C � B � C 
��#�'(�� 
����
�5

B � B C � C
BC � B � C

�� � 

B � C � B � C
� � � �

*��!�+ �, A ) B nC�
*
 "��#"
�
��	�' �	#�+��� ���
#��� 
�+��	��� B � B � C � C� 7���#�� 
�+��	��'

B n C � B nC 
��#�'(�� 
����
�5

B � B C � C
B�B nC � C

�n � 

B nC � B nC
�� n �

*��!�+ �, A ) C�B�
*
 "��#"
�
��	�' �	#�+��� ���
#��� 
�+��	��� B � B � C � C� 7���#�� 
�+��	��'

C�B � C�B 
��#�'(�� 
����
�5
B � B C � C
�C�B B � C

��� 

C�B � C�B
�� � �

� �����
�	 �
��
��
�� �������

��� �����	�
�� ��� ��� � ��
�� ��������
�� �����


���
������ ���� D
�� � �
��
��	�� L 
$��	�����
% ��"���� 	� 

#����(��� #��$�� "����9
���	�� ��"
�� +�
�� p�� �
 "
����		
� �
��
��	�� 
�
�	�����
% L�p� �
���������� ���� L�p� � �p��p� �p��p� p� �p� n p� � p��
���"���� ���� S��%��
% �� +��#
� #
"�
���
� � L�p� "�����
� ��#�		
� 
���
&� #
"�
���
&
� LF

��� !	���
���
�� "��#��
�� �����	�
�� ��� ���


���
������ ���� D
�� � �
��
��	�� L 
$��	�����
% ��"���� 	� 

#����(��� 	� � � 	� �� �

"
������
% �
��
��	�� L�n � @	��
$��	
 
"��#��%'�
% �
��
��	�% L�n� � � L� � � n � LH�n� � � #��
���������� ���� L�n � �A n �B nA  �A n �B nA  �A n �B nA  � A n �B n �B n �B nA   �
���������� ���� L�n � �A n �B nC  ��D nC nE � A n ��D nB nE �
���������� ���� L�n� � � ��B�A n C nD � �B nC n �A nD �
������� ���� (����
���� LH� � � n ����� ������ ��������� A � A+ �A � B � C � A � �B � C +
A � �B � C � �A � B � C � �
���
���

A � C � B
C � A nB�

C � A nB

A � C � B�
A� B B � C

A� C�
A� B

A � C � B � C�

 ���!���� ���� 7 ��
���� ��U �
�	
 "

��#	�� "�����
 ����	��� 	�
A� B

B nC � A nC
�

)���� ���� #-� .� *�$����$&� -�
� L�n � Ipi � pj+ �� I ) H � i ) j�

������� ���� #-� .� *�$����$&� (����
���� L�n ����� ������ ��������� pi � pi � �
���#

���

A K� B
K� A nB

+ ��� K �) H+
K� A I B � pi

I K �A nB � pi�

������� ���� #/� 0� 1��2�$�&� 	���� A�B � Tp�n � !���� ����
������ A � B 
������
���
����+ ��� A ) B�



���������� U

��� $�
��������
�� ���%���
�� �����	�
�� ��� ���


���
������ ����� ;���� Tp� � � n� ����� 
�
�	�����
% �	
��
��
 �
�� ��"
�� "

��
�		�� ��
6����	�
� �	
��
��� Pr 
 "
�
(�' ��	��	�� 
"����
�
� � � n� �� � � ��

���
������ ����� A
��
��	�� L� � � n� ����� "
������
% �� �
��
��	�% L #
�����	��� "�����

K� A K� B
K� A �B

I A N� C
I �A �B N� C

I B N� C
I �A �B N� C

�
K� A

K � A �B
K� B

K� A �B
I A N� C I B N� C

I �A �B N� C
�

*�� 6�
� ���
�
 �	
��
��� ��"
� Tp �
"
������
% �	
��
��
 Tp� � � n� ����� �

���
������ ����� ;���� Tp� � � n� ��� 
�
�	�����
% �	
��
��
 �
�� ��"
�� "

��
�		�� �� 6��9
��	�
� �	
��
��� Pr 
 "
�
(�' ��	��	�� 
"����
�
� � � n� � � ��

���
������ ����� A
��
��	�� L� �� n� ��� "
������
% �� �
��
��	�% L #
�����	��� �+
�
�
A � A � B � A � B � �C n B ��A n �C n B  � *�� 6�
� ���
�
 �	
��
��� ��"
� Tp �
"
��9
����
% �	
��
��
 Tp� � � n� ��� �

��� �����	�
�� ��� ��� � ���
�&��


���
������ ����� A
��
��	�� L� "
������
% �� �
��
��	�% L� �
�� �����.��� �
"
���
����

�+��	��� ��#� H � B �
����
���'�
% 
$��	���	�� n � � � 
"��#���	�� 
�+��	��� � 
$��	���	��
K �) H "�� "������� �� n � �� �  �
���������� ����� L� � B��A�A � B�
���������� ����� L� � ��p� n p� n p� n p� � p� n ��p� n p� n p� �
���������� ����� L� � p� n ��p� n p� n p� � ��p� n p� n p� n p��

���
������ ����� ;���� Tp� 
�
�	�����
% �	
��
��
 �
�� ��"
�� "

��
�		�� �� 6����	�
�
�	
��
��� Pr � +
	
��	�� � 
 "
�
(�' ����� ��	��	�� 
"����
�
� � � n � ��

���
������ ����� A
��
��	�� L� "
������
% �� �
��
��	�% L� #
�����	��� �+
�
�� � � �

"������ I N� A
I � N� A

��� � *�� 6�
� ���
�
 �	
��
��� ��"
� Tp �
"
������
% �	
��
��
 Tp��

���������� ����� L� � � nA� A � L� � A� � nA�
���������� ����� L� � B � ���A � B�A�
������� ����� 7 L� ������� ���
������

������� ����� (����
���� L� ��
����� �����
������%� 
��.�
����� �����
���� L��

������� ����� 7 L� ������� ���
������


���
������ ����� '������� 	�������
% ��$�������
+�% 
�
���� hS� ���i� $#� hS� �i ! "
��9
$��""� � ��"
�	%��
% 
�
&
��
 ��x � S x � � ) x ) � � x�

���
������ ����� '������� � ��
����� 	�������
% ��$�������
+�% 
�
���� hS� �����i� $#�
hS� ���i ! �
	
�#� � hS� ���i ! "
��$��""� 
 #���	����
������� ����� (����
���� L� ��

����� � ��
�� ��������
��� ����
�� �� �������) � ��
������
3�$������� �����
��
���� ����
��

5�������
������ 8�	
	���
+�% �
#��� 


�
�� �� +��


� 6+������	�	

�� ��"
� ��� Tp� "

+
	$��6	��� �L��


���
������ ����� A
��
��	�� L�H "
������
% �� �
��
��	�% LH #
�����	��� �+
�
� A� � � A�
� �A� A� A� A �� � A ��� A� *�� 6�
� ���
�
 �	
��
��� ��"
� Tp �
"
������
% �	
��
��
 Tp��

������� ����� L� � I� A ����� � ��
��� �����+ ����� L�H � �I� A�

��' (� ��	�
�� ���)��)�
�* �����	


���
������ ����� A
��
��	�� LP "
������
% �� �
��
��	�% L #
�����	��� "������
I A B N� C
I B A N� C

�P �

���������� ����� LP � A�B � B nA � LP � B nA� A�B�
������� ����� 7 LP ������� ���
������



���������� V

������� ����� (����
���� LP ��

����� � ��
�� ��������
��� ����
�� �� �����������%)
��
��
����) � ��
������ 3�$������� �����
��
���� ����
��

5�������
������ 8�	
	���
+�% �
#��� 


�
�� �� +��


� 6+������	�	

�� ��"
� "
 +
	$��6	9
��� �LP�


���
������ ����� A
��
��	�� LPH "
������
% �� �
��
��	�% LH #
�����	��� �+
�
�
A � B � B � A � B � A� A � B�

������� ����� LP � I� A ����� � ��
��� �����+ ����� LPH � �I� A�

 ���!���� ����� A����'�
% ��+�� �
��
��	�%� "
�������� �� �
��
��	�% L #
�����	��� "������
I A A N� B
I A N� B

�C ��� I N� B
I A N� B

�M �

��+ ,�����&�����
�� �����	�
�� ��� ���


���
������ ����� ,"��#���� ��"��� �
��
��	�� NL�n� � �
�� 0��2 � *�
"�
	�� $����
+�� ��9
+�� �+�
�� H � : ��#�� �
"
���
���� #�% 
�
�	���	�% �������%) ���
�������
������� ������

"��#����		�� ��+5

� +��#�& ��" %��%��
% 
+
�
�	
& "

��#
������	

��' ��"
��

� �
�� I � N %��%'�
% 
+
�
�	��� "

��#
������	

��%�� ��"
�� �
 � 0I�N2 %��%��
% 
+
�
�	
&
"

��#
������	

��' ��"
��

7��
#����� 
�?�+���� �
��
��	�% NL�n� � %��%'�
% 
�+��	��� ��#� I� A� $#� A � Tp � I %��%9
��
% 
+
�
�	
& "

��#
������	

��' ��"
��

@+
�
�� �
��
��	�% NL�n� � ���'� ��# A � A� 7��
#� 
��
%�
% 
 "
�
(�' 
��#�'(��
"�����5

0A�K2� B

K� A nB
�In �

I� A N� A nB

0I�N2� B
�En �

0K� A2� B

K� B�A
�I� �

I� B�A N� A

0I�N2� B
�E� �

�<�
 ��+ 	��������% 
�
���� �
��
���		
$
 ���
#�� 

 !����� �
��
��
�� �������


���
������ ���� *�
�� hS� �i ! "
��$��""�� �
#��� �
��
��	�% =����+� 	� "
��$��""� 
 #���9
	��� hP�S � � �
i� "

��
�		
& � "������ ����� 	�������
% ����
�� �� ������������) ��
��
���%�
������� ���� (����
���� L ��
�� ��������
��� ����
�� �� ������������) ��
��
��� /012� 3�#
$������� �����
��
���� ����
��


���
������ ���� L#����
� ! �
#��� 	� "
#�	
��
���� 
�
�
#	
& "
��$��""��
������� ���� (����
���� L�n� � ��
�� ��������
��� L#����
��+ � ���� ��$������� �����
��
�#
��� ����
�� 5
����� �
�����+ ��$������� L#����
�+ � ����
�� 
���� ������ ���%������� �
�����
���� &������ ���������+ �� ����
��$�� ���
���� ����������

5�������
������ *����#��� #
+�������
��
� 
"����+
��		
� 7� B�.+
�
+�� � 
����� 0��2�
,�
�	���� �	
��
��
 �
�� ��"
�� 	� 

#����(�� 
"������ ��	
��	�%� ����� Tp�n� � �

>�

�
���� 
�
�
#	�' "
��$��""� hW�� �i� $#� W � Tp�n� � � ,"��#���� /�	+��'
w 5 Tp�n� � � P�Tp�n� � � 
��#�'(�� 
����
�

w�A � fI � Tp�n� � � j L � I� Ag�

C
+����� ��
 L � AK � B �
$#� � �
��+
 �
$#�� +
$#� w�A � K 
 w�B � D
�� L � AK � B�
�
 #�% �'�
& "

��#
������	

�� I � w�A ���	
 L � IK � B �"
 "������ �cut  � *
6�
�� ��



���������� ��

L � AK� B 
��#��� w�A �K 
 w�B � D
�� w�A �K 
 w�B � �
 AK 
 w�B ���+ +�+ A � w�A  ��

��#
������	
� L � AK � B�

A
"
����% ����� 1��� "
������

K � w�A nB � L � K� A nB � L � AK� B � w�A �K 
 w�B �

@	��
$��	

K � w�B�A � K �w�A 
 w�B �

-�� 
���� �
��	
���	
� ��
 #�% �'��� A � Tp�n� � � B � Tp�n� � 

w�A nB ) fK � Tp�n� � � j w�A �K 
 w�B g�

w�B�A ) fK � Tp�n� � � j K �w�A 
 w�B g�

�� �� hW�� �� wi ! L9�
#����
*

��
�		�% +�	
	���
+�% �
#��� %��%��
% �	����
���	
& #�% �
��
��	�% =����+� ��� 
"���9

��� ��	
��	�%� �� �� � 	�& �
�	� �
� 	����
#���� 
�+��	��� 6�
$
 �
��
��	�%� Y������� ��

�	��
$��	�% +
	
���+��% 	� "�
�
#�� � �
��
��	�� =����+� 
 
"������& ��	
��	�%�

 ���!���� ���� 7� B�.+
�
+�& #
+���� ��+�� L9"
�	
�� /��$��	�� �
��
��	�% =����+�� $#�
�����.�	� 
���������	�� ��
�#�	�% 
"������ ��	
��	�%� 	
 ��"��(�	� ��� "
�
������	�� ��
9
�#�	�% �
�� 0��2 ��	�+ ��
�#�	�% ��	%��
% 	� "�
���
"
�
�	�& � "
#��"� A �	���� ��"� ��#�
A nB ��� B�A� � ��+�� � �	����#�	�� 
�+��	��� �

A#�% #
+�������
��� B�.+
�
+
$
 ��+�'����
% � ����	� +��#
$
 "
#��"� ��#� A � B 	� ��"
pi��B n �A n pi  � $#� pi ! 	
��& "�������	�& ��" �#�% ������	�� ��
�#�	�& "
#��"
� �
"
����9
'�
% ������	�� "�������	�� ��"� pi � *�� 6�
� ���
#��

�� 
�+��	��� 	� ����	��
%� �
�� �
�
��
�#�	�% ��"
� A � B ���� 
���������	���

������� ���� (����
���� L ��
�� ��������
��� L#����
�� /82�

������ ���� G�+��	��% p�s � s n p �
�	� � �
#��� 	� "
#�	
��
���� 
�
�
#	
& "
��$��""�
fa� bg�� $#�

w�s ) fa� bag�

w�p ) fa� ba� bbag�

$#� w�p�s ) fbg � w�s n p ) ��
���"���� ���� G�(�
����� �� �	����
���	�% L9�
#��� ��
�% �� #�% L� � � n  F

������� ���� (����
���� L� ��
�� ��������
��� ����
�� �� ������������) �������%) �����#
��� /82�

������ ����� G�+��	��% p�s� snp �
�	� � �
#��� 	� "
#�	
��
���� 
�
�
#	
$
 �
	
�#� fa� bg��
$#�

w�s ) fa� bag�

w�p ) fa� ba� bbag�

$#� w�p�s ) f�� bg � w�s n p ) f�g�
���"���� ����� Z�&�� 
"


� �	���"������� +
	
��	�� � 	� "
#�	
��
���� 
�
�
#	�� �
	
�9
#
�� 
��
"�����'(�& "
�	
�� L� ���� �
�% �� L��n  �
���"���� ����� *
�	
 �� �
��
��	�� LP 
�	

�����	
 �
#���& 	� "
#�	
��
���� 
�
�
#	
&
"
��$��""� 
 
#	�� "
�
�#�'(��F
���"���� ����� *
�	
 �� �
��
��	�� L ���� �
�% �� L�n  
�	

�����	
 �
#���& 	� "
��$��""��

 #���	���� 
"�
�		�� � �����
���"���� ����� *
�	
 �� �
��
��	�� L ���� �
�% �� L�n  
�	

�����	
 �
#���& 	� "
��$��""��

 #���	���� 
"�
�		�� � �����

���
������ ����� *�
�� D ! 	�+
�
�
� �	
��
��
 � R ! 	�+
�
�
� ���	�����	
� ��	��	
�

�	
.�	�� 	� 	���� ,"��#���� 	� �	
��
��� P�R ��	��	�' 
"�����' � ��+5

A � B � fhx� zi � R j ��y � D hx� yi � A � hy� zi � Bg�

-
$#� "
��$��""� 
 #���	��� hP�R � � �
i 	�������
% R#4
������



���������� ��

���������� ����� 8��#�& R9/��&� ��
�
�/�	 "
��$��""� 
 #���	���� "

��
�		
& "
 	�+
�
9
�
& "
#"
��$��""� "
��$��""� �� "������ ��4 

$��
	
 +
	
���+��� �� "������ ����� �
�� 
���
9

��� �	
��
���� 	� 

#����(�� nil� A�
�
�/��� 

�(�
���%��
% /�	+���& f 5 A �� A � fnilg�

���
������ ����� R#����
� ! �
#��� 	� R9/��&���

������� ����� (����
���� L ��
�� ��������
��� R#����
�� /99+ 1:+ 1;2� 3�$������� �����
#
��
���� ����
��

������� ����� (����
���� L ��
�� ��������
��� R#����
�� �� hZ��i /82�

���"���� ����� G�(�
����� �� �	����
���	�% R9�
#��� 	� hZ� �i ��
�% �� #�% L�n  F
���������� ����� 8��#�& R9/��&� 	� ��/��+
��	
� ��	��	
� 
�	
.�	�� %��%��
% �
	
�#
�

 #���	����
���"���� ����� *
�	
 �� L� 
�	

�����	
 R9�
#���& 	� hZ��i 0U2�

������� ����� (����
���� L� � � n� ����� ��

����� ��������
��� L#����
�� /<82�

���"���� ����� *
�	
 �� L� � � n� ��� ���� �
�% �� L�n��  
�	

�����	
 L9�
#���& ���� R9�
#�9
��& �
���"���� ����� *
�	
 �� L� � � n� ��� ���� �
�% �� L�n��  
�	

�����	
 L9�
#���& ���� R9�
#�9
��& �

���
������ ����� ,"�����% � �  � 	� �	
��
��� P�:� 
"��#��%��
% ��+5

A� � A � �A � A � �A � A � A � � � � �

���"���� ����� C
"
�	��� �
��
��	�� L "�������� #�% � �  � ��+� ��
�� "
�����

� �
��
��	���
"
�	
� 
�	

�����	
 L9�
#���&�
���"���� ����� G�(�
����� �� ��+
� 
���&
��
 "
��$��"" +
	�

�� ��
 �$
 ��
���	�% ��
��%
	� 

�"�#��� 	� 
 +�+
& ��
���	
& ��
���& "
��$��""� +
	�

�F
���"���� ����� >����.��� �� ��
���	�% ��
��% "
#�	
��
�� 
�
�
#	
& "
��$��""� 
 
"�����9
%�� � � n� � � �� $#� � �	���"��������
% +�+ ��
����+
9�	
��
���		
� #
"
�	�	�� �0��� 
� 1�V2 �

" ���#
��� �
��
��
�� �������


���
������ ���� ,"��#���� "����
# prop� 
���%(�& ��"��� "

��#
������	

�%� ��"
� � 
�9
+��	��%� �
��
��	�% =����+� � 


����
���� /
����� %��+� �
$�+� ��
+�����	�& 
��#�'(��

����
�5

prop�pi � pi�

prop�A � B � prop�A � prop�B �

prop�A nB � prop�A � prop�B �

prop�B�A � prop�A � prop�B �

prop�A� � � � An � prop�A� � � � �� prop�An �

prop�I� A � prop�I � prop�A �

������� ���� -�
� L� � I� A+ �� 4�
��
� prop�I � A �%������ � ���������������� 
������

*��
	�$�� ���� -�
� L� � I� A+ �� 4�
��
� prop�I� A �%������ � �
���������� 
������

���������� ���� L� � ���p� n p� n �p� n p�  n �p� n p�  n p� � p�� Y������� ��
 "����
# � %��+
�
$�+� ��
+�����	�& ���
#�� � +��

���
+
& �
$�+��
���������� ���� L� � �p�np� n ��p� np� np� � �p� np� np�� Y������� ��
 "����
# � %��+ �
$�+�
��
+�����	�& ���
#�� � +��

���
+
& �
$�+��



���������� ��


���
������ ���� ,"��#���� /�	+��� \�
pi

5 Tp� � N � \�
pi

5 Tp� � N 
��#�'(�� 
����
�5

\�
pi

�pj �

�
�� �
�� i ) j�

�� �
�� i �) j�
\�
pi
�pj � ��

\�
pi
�A � B � \�

pi
�A 3 \�

pi
�B � \�

pi
�A � B � \�

pi
�A 3 \�

pi
�B �

\�
pi
�A nB � \�

pi
�A 3 \�

pi
�B � \�

pi
�A nB � \�

pi
�A 3 \�

pi
�B �

\�
pi

�B�A � \�
pi
�A 3 \�

pi
�B � \�

pi
�B�A � \�

pi
�A 3 \�

pi
�B �

\�
pi

�A� � � � An � \�
pi
�A� 3 � � �3 \�

pi
�An � \�

pi
�A� � � � An � \�

pi
�A� 3 � � �3 \�

pi
�An �


���
������ ���� \pi�I � \�
pi

�I �\�
pi

�I �
������� ���� -�
� L � I� A+ �� \pi�I ) \pi�A �
� ������� i�


���
������ ���� ,�
�	���� ����� FG 
�
�
#	�' $��""�� "
�
�#��		�' 
����	�� �	
��9

��
� Pr� *
# 
�
�
#	
& $��""
& ��#�� "
	����� 
��#�'(�' +
	+���	�' ��� ���������'� >�
9

�
���� ��
.���		�& ��/���� Pr�� "
����		�& �� �	
��
��� Pr #
�����	��� #�% +��#
$
 pi � Pr
	
�
& ��+�� p��i � 7 6�
� ��
.���		
� ��/����� ��#�� ��

��������� "����#��		�� 
�
��� G�
�
 u
� ��/����� Pr� 	�������
% �
����=���%�� �
�� � 	��� 	�� ��+� pi � p��i � 
�
%(�� �%#
�� *�
�
�

�
�
 ��+�� ��

���������
% +�+ "����#��		
� 
�
�
� <����	�� FG ! �
� "����#��		�� 
�
���
,"��#���� ��	
��	�� 	� 6�
� �	
��
��� ��+��
��	
 "
 #��	� 
�
��

� D
�� u ) u�pi � v ) p��i v� #�% 	�+
�
�
$
 �	#�+
� i� �
 u � v � u� � v��

� D
�� u ) u�p��i � v ) piv
� #�% 	�+
�
�
$
 �	#�+
� i� �
 u � v � u� � v��

� A	��� u � v 
��
��
% 
���	�� "��"�
���	��� 
�
��

,����#	
� ��
 "�
����#�	�� "����#��		�� 
�
� %��%��
% "����#��		��� D#�	���& "

��
�		
& 
�
9
�
#	
& $��""� FG %��%��
% "�
�
� 
�
�
 �� ,"��#���� 
"�����' ��%��% 
����	
$
 ��+��
��	
 "

#��	� 
�
�� ��+5

�� �� � ��

�upi 
�� � p��i �u ���

�up��i  �� � pi�u 
���


���
������ ����� (���
�
������� � ��������� �
���� ���#�� 
�
�	����� ��� 00 � 22 	��
���

��#�'(�� �
��
���		
� 
�
�����	�� ��"
� � �� +
	��	�� "

��#
������	

��& � $��""� FG5

00pi22� pi�

00A � B22� 00A2200B22�

00A nB22� 00A22��00B22�

00A�B22� 00A2200B22���

00A� � � � An22� 00A�22 � � � 00An22�

���������� ����� j00A22j� �kAk3 � ���

������� ����� -�
� L � I� A+ �� 00I22 ) 00A22�

5�������
������ A	#�+��% "
 #��	� ���
#��
*��!�+ �, G����& �+
�
�� ��������	�
*��!�+ �, >�

�
���� "�����
 �� � 5

I� A N� B
IN� A � B

�� � �

*
 "��#"
�
��	�' �	#�+��� 00I22 ) 00A22 � 00N22 ) 00B22� G��#
������	
� 00IN22 ) 00A2200B22 ) 00A � B22�
*��!�+ �, >�

�
���� "�����
 � � � 5

IABN � C
I�A � B N� C

� � � �



���������� �1

,����#	
�
*��!�+ �, >�

�
���� "�����
 �� n 5

AK� B
K� A nB

�� n �

C
�	
��% 
�� ��
�� ����	
��� 00A2200K22 ) 00B22 
���� 	� 00A22��� "
����� 00K22 ) 00A22��00B22� G��#
��9
����	
� 00K22 ) 00A nB22�

*��!�+ �, G����& �� � ���������
% �	��
$��	
 "��#�#�(����
*��!�+ �, >�

�
���� "�����
 �n � 5

K� A IBN� C
IK�A nB N� C

�n � �

-�+ +�+ 00K22 ) 00A22� �
 00K2200A22�� ) �� G #��$
& 
�
�
	�� 00I2200B2200N22 ) 00C22 �������
00I2200K2200A22��00B2200N22 ) 00C22� G��#
������	
� 00I2200K2200A nB2200N22 ) 00C22�

*��!�+ �, G����& "������ ��� ��

���������
% �	��
$��	
 "��#�#�(����

������� ����� -�
� 00I22 ) 00A22+ �� \pi�I ) \pi�A �
� ������� i�

���������� ����� L� � �p� n �p� � �p� n p�   n p� � p�� Z� "����
# � +��

���
+�' �
$�+�� 	�
�	���"������% � 
�
�
#	
& $��""� 	� "
��
�%'� �
��	
���� 	����
#��

�� 6�
& 
�+��	����
���������� ����� L� � ��p���p� n p�  n p� n p� � p�� Z� "����
# � +��

���
+�' �
$�+�� 	�
�	���"������% � 
�
�
#	
& $��""� 	� "
��
�%'� �
��	
���� 	����
#��

�� 6�
& 
�+��	����
���������� ����� L� � ���p� n p� n ��p� n p� n p�  n ��p� n p� n p�  n �p� n p� � �p� n p� � Z�
"����
# � +��

���
+�' �
$�+�� 	� �	���"������% � 
�
�
#	
& $��""� 	� "
��
�%'� �
��	
����
	����
#��

�� 6�
& 
�+��	����

������� ����� 	���� A�B � Tp� !���� ����
������ ��C � Tp L � A � C � L � B � C

������
��� ����
������ ��D � Tp L � D � A � L � D � B /162�

������� ����� 	���� A�B � Tp� !���� ����
������ ��C � Tp L � A � C � L � B � C

������
��� ����
������ 00A22 ) 00B22 /><2�


���
������ ����� E�	+��% ]\5 Tp� � N� f�g� 
"��#��%��
% ��+5

]\�pi � ��
]\�A � B � ]\�A 3 ]\�B �
]\�A nB � max��� ]\�B � ]\�A  �
]\�B�A � max��� ]\�B � ]\�A  �

������� ����� -�
� L � I� A+ �� ]\�I � ]\�A �

���������� ����� C
"�
���
 �� � L "�����
 A� A � B
C � D

F

���"���� ����� ,�
�	���� ����� S �	
��
��
 �
�� ��+�� 
�+��	��& I � A� ��
 ]\�I � ]\�A �
A���� �� ��
�
 
���	�% "
�	
�� �
��
��	�% L 
�	

�����	
 L9�
#���&� �
�� ��

��������� �
��+


�+��	��� �� SF

���
������ ����� G�+��	��% K � A 	�������
% ������ �
$#� � �
��+
 �
$#�� +
$#� #�% �'�
$

p � Pr 
"����#���� 	�����	
��� \�

p �K� A � � � \�
p �K� A � � ��� �� +��#�& "�������	�& ��"

�
�������
% � #�		
& 
�+��	��� 
��
� �
��.�� 
#�	 ��� "
�
������	
 � 
#�	 ��� 
���������	
 �

���
������ ����� Z��
��� ������������ �
�������%) ����� �'��' /�	+��' �� Pr � Pr�

8��#
& "
#
��	
�+� � �
��
���		�� 
����
� 

"

����%��
% /�	+��% �� Tp � Tp� ��+�� 
�
9
�	������% �5

��E � F  � ��E � ��F  �

��E n F  � ��E n ��F  �

��E�F  � ��E ���F  �

>�
"�

���	�� 
�
�����	�� � 	� 
�+��	��� 
��#�'(�� 
����
�5

��E� � � �Em � F  � ��E� � � ���Em � ��F  �



���������� ��

)���� ����� 	���� � � ������
�� ����������� �
�������%) ������ -�
� � �
�����
����
�%���� �����
���� &������ �������� ������ ��������� I � C �� ��I � C + �� ��
�������
��
��� ��
����� �%������

5�������
������ A	#�+��% "
 #��	� ���
#� � �
��
��	�� =����+��

������� ����� 3�������� K � A �%������ � �����
���� &������ ����� � ��
��� �����+ ��#
��� ��$������� �%������� ������ ��������� ^ � B � �������� ����� ����������� �+ ���
K� A ) ��^� B �

5�������
������ ;�
�� _�
$#�` 	�"

��#
���		
 
��#��� �� ����� ���4�
;�
�� #
+����� ��
�� _�
��+
 �
$#�`� ��

�
���� "�
���
��	�& ���
# ��� 
���	�% 
�+��	���

K� A� *�
�� n ! +
����
��
 ��
�#�	�& �+
�
� � #�		�& ���
#� 7��#�� n 	
��� "�������	��
��"
� q�� � � � � qn � �
��	
��� �����	
9
#	
�	��	
� 


����
���� ���#� ��
�#�	�%�� �+
�
� �
	
���� "�������	��� ��"���� ,"��#���� "
#
��	
�+� � ��+5 �
�� 	
��& "�������	�& ��" qi



����
����� 	�+
�
�
�� ��
�#�	�' �+
�
�� pj � pj � �
 "
�
��� ��qi � pj�

-�"��� "
 #�		
�� ���
#� 
�+��	��� K � A "

��
�� ��+
& ���
# 	�+
�
�
& 
�+��	��� I� C�
��
 ��I � C ) K � A � 
���+���� 6��� #��� ���
#
� 

�"�#�'�� C�% 6�
$
 
	����� ����	��
�
� ��
�#�	�% �+
�
� pj � pj 	� ��
�#�	�% �+
�
� 
 


����
���'(��� 	
���� "�������	���
��"���� Y���� ��
"�

���	�� 6�� ����	� �	�� "
 #����� ���
#�� <�
 �
��
�	
 ���$
#��% �
���
��
 � +��#
� "������ ���
#�� +�
�� 
���	�%� +��#
� ��
�#�	�� "�������	
$
 ��"� � ��+�'��	��
"������ ����� � �
�	

�� 
#	
$
 "��#.�
���		�+� � 
#	
& �� "

��
+ ��

���������
$
 "�������

������ ����� >�

�
���� � +���
��� K� A 
�+��	��'5

�p�p p� p��p n p �

,	� ����� ���
#5

p� p

p� p p� p

�p�p p� p
��� 

�p�p p �p n p � p
�n � 

�p�p p� p��p n p 
�� � �

7 +���
��� ^ � B �����
% 
�+��	��% �q��q� q� � q���q� n q� � *
�
���

��q� ) p� ��q� ) p� ��q� ) p�

A����

q�� q�

q� � q� q� � q�

�q��q� q� � q�
��� 

�q��q� q� �q� n q� � q�
�n � 

�q��q� q� � q���q� n q� 
�� � �

������ ����� G�+��	��' q �q n q �q n r ��q n r n q n s � s �
�	
 "
������ 
 "
9
�
(�' "
#
��	
�+� "�������	�� ��"
� �� #��� ������	�� �
	+�� ���
#���� 
�+��	��&5
p� �p� n p� �p� n r ��p� n r n p� n s � s � p� �p� n p� �p� n r ��p� n r n p� n s � s�
������ ����� G�+��	��' ��q n q n �q n r  n s � ��q n q n �q n r  n �q n q n s �
�	
 "
������

 "
�
(�' "
#
��	
�+� "�������	�� ��"
� �� #��� ������	�� �
	+�� ���
#���� 
�+��	��&5
��p�np� n�p�nr  ns� ��p�np� n�p�nr  n�p�np� ns � ��p�np� n�p�nr  ns � ��p�np� n�p�nr  n�p�np� ns�

������� ���� #/�������34������ 	$�+	�$� L�&� 	���� L� � O^R � C+ ��� O � Tp�+
^ � Tp�+ R � Tp� � C � Tp� !���� ��$������� ����� ��� E+ ���

� L� � ^� E+

� L� � OER � C+

� �i\�
pi

�E � min�\�
pi
�^ �\�

pi
�C 3 \�

pi
�OR  +

� �i\�
pi

�E � min�\�
pi
�^ �\�

pi
�C 3 \�

pi
�OR  �



���������� �4

5�������
������ G�� 0��� ��2�


���
������ ����� kIkpi � \�
pi

�I 3 \�
pi
�I �


���
������ ����� �	
��
��
 "�������	�� ��"
�� �)���$�) � #�		�& ��"� 
"��#��%��
% 
��9
#�'(�� 
����
�5

var�pi � fpig�

var�A � B � var�A � var�B �

var�A nB � var�A � var�B �

var�A�B � var�A � var�B �

8�+ 
���	
� var�I � var��I �
���������� ����� pi � var�I �
$#� � �
��+
 �
$#�� +
$#� kIkpi 	 ��
 ���!���� ����� �
�	
 ��

�
����� 	�
+
��+
 �
��� 
����' /
������
�+� �	���"
�%��
		
$


�
&
��� � �����	�� k � kpi ���
�
 \�

pi
� \�

pi
���+ 
#���	
 � ��
���� ��1� � Z
 �
�	
 ��

�
�����

�(�� �
��� 
����' /
������
�+� � �����	�� /�	+��� var� �	��
$��	�' 
��	#���	
�� �	���"
�%9
��
		
�� 
�
&
��� 8��&$� #�% +��

���
+
& �
$�+��

*��
	�$�� ����� 	���� L� � O^R � C+ ��� O � Tp�+ ^ � Tp�+ R � Tp� � C � Tp� !����
��$������� ����� ��� E+ ���

� L� � ^� E+

� L� � OER � C+

� var�E 
 var�^ � var�ORC �

*��
	�$�� ����� 	���� L� � A� C� !���� ��$������� ����� ��� E+ ���

� L� � A� E+

� L� � E � C+

� var�E 
 var�A � var�C �

������� ����� (���
��
�������� �������� L /:2� 	���� L � O^R � C+ ��� O � Tp�+ ^ � Tp�+
R � Tp� � C � Tp� !���� ��$������� ����� ��� E+ ���

�i L � ^� E+

�ii L � OER� C+

�iii �i kEkpi � min�k^kpi � kCkpi 3 kORkpi  �

B�#�� "�
��� O0^2R� C ���
�
 O^R� C� ��
�� ��#����� 
�����		�' ��
�� �	����#�	���
Z��
��� ��" E� �#
�����
�%'(�& �
�
��%� �i ! �iii � ����
��
����� #�% "

��#
������	
9


�� ^ � 
�+��	��� O0^2R� C�

5�������
������ A	#�+��% "
 #��	� ���
#� ��� 
���	�%�
*��!�+ �, *�
�� O^R � C %��%��
% �+
�
�
&� �� �� C ) O^R� -�+ +�+ ^ � Tp�� �
 ^ ) C �

O ) R ) H� *
�
��� E ) C�
7
 �
�� 
��#�'(�� 
����%� ��#���	�� "
#"

��#
������	

�� � �	����#�	�� ��+�'��	�% ��
9


���������
$
 "������ ���
#� "
�
�#��� ��#���	�� "
#"

��#
������	

��& � "

��+��� *

"��#"
�
��	�' �	#�+��� 	�&#�� �	���"
�%	�� #�% "

��
+�

*��!�+ �, >�

�
���� "�����
 �� n �

AO0^2R� B

O0^2R� A nB
�� n 

*
 "��#"
�
��	�' �	#�+��� 	�&#�� ��+
& ��" E� ��
 L � ^ � E� AOER � B �
kEkpi � min�k^kpi � kBkpi 3 kAORkpi  #�% �'�
$
 pi�



���������� ��

*�
������ ��
 �i � �ii � �iii ��"
�	%'�
% #�% ��+�'��	�% "������ �� n 
 ��� �� �	���"
�%	�
�
E� ��
 � #�% "

��+�� f�����#�	�� �i � 
����#	
� ����+��� �� "��#"
�
��	�% �	#�+���� *

��
��
���
#

AOER � B
OER � A nB

�� n �

�
��	
��� �ii � f�����#�	�� �iii 
��#��� �� "��#"
�
��	�% �	#�+��� � 
"��#���	�% k kpi �
*��!�+ �, *�����
 �� � ��

���������
% �	��
$��	
�
*��!�+ �, >�

�
���� "�����
 �n � � >������� .�
�� "
#
�������
*��!�+ �a,

K�0K��2K���� A IBN� C

IK�0K��2K����A nB N� C
�n � �

>�

���������
% �	��
$��	
 
����' ��
*��!�+ �b,

K� A I�0I��2I���BN� C

I�0I��2I���K�A nB N� C
�n � �

>�

���������
% �	��
$��	
 
����' ��
*��!�+ �c,

K� A IBN�0N��2N���� C

IK�A nB N�0N��2N���� C
�n � �

>�

���������
% �	��
$��	
 
����' ��
*��!�+ �d,

0K�2K��� A I�0I��2BN� C

I�0I��K�2K���A nB N� C
�n � �

*�
�� E ! �	���"
�%	� ���
& "

��+� � F ! �	���"
�%	� "���
& "

��+�� =�$+
 "�
������� ��

F � E %��%��
% �	���"
�%	�
� ��+�'��	�% "������ �n � � C�% �
��	
���	�% �i "

��
�� ���
#

I��� F K� � E
I��K� � F � E

� � � �

*��!�+ �e,
K� A I�0I��BN�2N��� C

I�0I��K�A nB N�2N��� C
�n � �

*�
�� ��" E ! �	���"
�%	� "���
& "

��+�� C
+����� ��
 E %��%��
% ��+�� �	���"
�%	�
�
��+�'��	�%� f�����#�	�� �ii 
����#	
�

*
 "�	+�� �i "��#"
�
��	�% �	#�+��� "
������� ��


K� A I��BN� � E
I��K�A nB N� � E

�n � �

-�� 
���� #
+���	
 �i � C�% "�
���+� �iii #

���
�	
 ��������� ��

kBkpi 3 kI��N�kpi � kA nBkpi 3 kI��KN�kpi �

*��!�+ �f,
0K�2K�� � A I0BN�2N��� C

IK�0K���A nB N�2N��� C
�n � �

*�
�� E ! �	���"
�%	� "���
& "

��+�� � F ! �	���"
�%	� ���
& "

��+��
C
+����� ��
 ��" F nE %��%��
% �	���"
�%	�
� ��+�'��	�%�
C
+���� ������#�	�� �iii 5

kF nEkpi )
) kEkpi 3 kFkpi �
� min�kBN�kpi � kCkpi 3 kIN��kpi 3
3min�kAkpi 3 kK

��kpi � kK
�kpi �

� min�kBN�kpi3kAkpi3kK
��kpi � kCkpi3kIN��kpi3kK

�kpi )
) min�kK���A nB N�kpi � kCkpi 3 kIK�N��kpi �



���������� ��

-�"��� #
+���� �i 5
FK��� A BN� � E
FK���A nB N� � E

�n � 

K���A nB N� � F nE
�� n �

Z�+
	��� #
+���� �ii 5
K� � F IEN�� � C
IK��F nE N��� C

�n � �

*��!�+ �, *�����
 ��� ��

���������
% �	��
$��	
 
����' ��
*��!�+ �, >�

�
���� "�����
 �� � � >������� ��� "
#
����%�
*��!�+ �a,

I�0I��2I���� A N� B

I�0I��2I���N� A � B
�� � �

>�

���������
% �	��
$��	
 
����' ��
*��!�+ �b,

I�0I��2� A 0N�2N��� B

I�0I��N�2N��� A � B
�� � �

>�

���������
% �	��
$��	
 
����' �d�
*��!�+ �c,

I� A N�0N��2N���� B

IN�0N��2N���� A � B
�� � �

>�

���������
% �	��
$��	
 
����' ��
*��!�+ �, >�

�
���� "�����
 � � � � 7
� ��� "
#
����% �������'�
% �	��
$��	
 
����' ��
*��!�+ �a,

I�0I��2I���ABN� C

I�0I��2I����A � B N� C
� � � �

*��!�+ �b,
I�0I��ABN�2N��� C

I�0I���A � B N�2N��� C
� � � �

*��!�+ �c,
IABN�0N��2N���� C

I�A � B N�0N��2N���� C
� � � �

������ ����� >�

�
���� ���
#���' 
�+��	��'

p� � �p� n p� � �p��p� n p��

Y#�
� var�p� � �p�np�  �var��p��p� np� ) fp�� p�g�fp�� p�g ) fp�g� A	���"
�%	�
� #�		
& 
�+��	���
%��%��
% ��" E ) p�� C�&
�������	
�

L � p� � �p� n p� � p�

�
L � p� � �p��p� n p��

������� ����� (���
��
�������� �������� L�n� � � L�n /:2�


���
������ ����� A
��
��	�� Lcut �0�2 �

���
������ ����� =�	�&	�& ���
# � Lcut�

������� ����� ?���%� �%��� �� ������� � Lcut ����� �������� �� 
�����%� �%��� �� �������
� Lcut�



���������� �U

$ %���������


���
������ ���� ?���������#��������� �
��������� 	�������
% �������+� G � hN�:� P� Si�
$#� N � : ! +
	��	�� ��/������ N � : ) �� P � N � �N � : �� P +
	��	
 � S � N � Y#�
�
: ! �������� �
4���� ���
����
��%� �
4���� � �$
 6����	�� 	�����'�
% ��
����
��%�� ���#
��
��� ��� ��
����
���� N ! ����������
��%� �
4���� �����
����
��%� �
4���� � �$
 6��9
��	�� 	�����'�
% ����
����
��%�� �����
���� ����
����
��� ����������
��%�� �����
���
��� ��
�����%��� S ! ����
��%� �����
 �������� � *��� �A� 
 � P 	�����'�
% �
���
���
������������ "�

�
 �
���
��� ��� �
��������� � ��"�
���'�
% � ��#� A� 
�
 ���!���� ���� B�#�� 
�
�	����� 6����	�� �	
��
��� : 
��
�	��� ��+���� �� 	����� ����	9

+
$
 ��/������ � 6����	�� �	
��
��� N ! ��$���	��� ����	
+��� ��+����� ,���	
 � "�������
�� ��#�� ��#����� $�������+� � ��#� 
"�
+� "������ "
#��������%� ��
 ��/���� N 


����%'�
�
� ��$���	�� ��+��� �
�����'(��
% � "�������� � ��/���� : ! �
� 
��
�	�� ��+��� �
�����'9
(��
% � "�������� *�� 6�
� "������ "
�
�#�'(�& $�������+� ��"�
���'� � ��+
� "
�%#+�� ��

����% ��
�� "���
$
 "������ �
�� 	�����	�& 
���
� S�

���
������ ���� *�
�� #�	� $�������+�G� *�.�� ��

G

�� �
�� � ) �A
� � ) �

 � �A� 
 � P

#�% 	�+
�
�
$
 
���
�� A � 	�+
�
��� 
�
� 
� �� 
 � ��/����� N �:� D
�� ��
G

�� �
 $
�
�%�� ��



�
�
 � �����
��������� �%������ �� 
�
�� ��
 ���!���� ���� 8
$#� �� +
	��+
�� %
	
� 
 +�+
& $�������+� �#��� ����� ���
�
�

G

�
�	
 "�
���
"�

�
 ��

���
������ ���� D
�� �� �

G

�� �
G

� � ��
G

�n� $#� n � �� �
 "�.�� ��
�
�
G

�n � $
�
���� ��
 
�
�
 �n

�����
��������� �%������ �� 
�
�� ��� C��$��� 
�
����� ��	��	
� 
�	
.�	��
�
�
G

%��%��
% ��9

/��+
��	��� ���	�����	�� ����+�	��� ��	��	
$
 
�	
.�	�% �
G

� 
"��#����		
$
 	� �	
��
���

�N �: ��
*�� 6�
� "

��#
������	

�� 
�
� ��� ��� � � � � �n 	�������
% �%����� 
�
�� �n �� 
�
�� ��

� $�������+� G� ;�
�
 n 	�������
% �
���� ���
�������� .���� 6�
$
 ���
#��
���������� ���� >�

�
���� +
	��+
�	
9
�
�
#	�' $�������+�

V � b�

V � aV T�

T � cV T�

T � d�

-
$#�
V � aV T � abT � abcV T � abcV T � abcbT � abcbd

%��%��
% ���
#
� #��	� � � 6�
& $�������+��

���
������ ���� S��+� ��
������%� $�������+
& G� ! 6�
 �	
��
��

L�G � f� � :� j S

�
�
G

�g� B�#�� ��+�� $
�
����� ��
 $�������+� G ��
������ %��+

L�G �
���������� ���� j�������+�

S � FF�

F � aFb�

F � ab

"
�
�#��� %��+ fanbnambm j n � �� m � �g�

���
������ ���� S��+ 	�������
% ����������#�������%� ���� �
���
�������� � �
�� 
�(�9

����� +
	��+
�	
9
�
�
#	�% $�������+�� "
�
�#�'(�% #�		�& %��+�
 ���!���� ����� Z�+
�
��� ���
�� � 
"��#���	�� +
	��+
�	
9
�
�
#	
& $�������+� ��"��9
(�'� �
"
���
���� "������ ��#� K � �� 8�+ ����
�	
� 6�
 �������� 	�
�(�
���		
� @ ���		
�
#�% �'�
& +
	��+
�	
9
�
�
#	
& $�������+�� �+�'��'(�& "������ ��#� K � �� �
�	
 6//�+9
���	
 "

��
��� ��+�' +
	��+
�	
9
�
�
#	�' $�������+� ��� 6��� "������ ��
 ���	

�� %��+
��
"
�
�#����� 6���� $�������+���� ���
 "�
��� ���
 

#����� ��.� "�
�
� 
�
�
 �
��� 	�"��9
���� 014� 1� 1V2 �



���������� �V

���"���� ����� >�

�
���� ��/���� : � f0� 2� j�m�� l�� r��m�� l�� r�g � #�� /�	+���
f� 5 Tp� :� � f� 5 Tp� :�� 
"��#����		�� ��+5

f��pi � ji f��pi � ji

f��A � B � 0f��A m�f��B 2 f��A � B � 0f��B m�f��A 2

f��A�B � 0f��A r�f��B 2 f��A�B � 0f��B r�f��A 2

f��A nB � 0f��A l�f��B 2 f��A nB � 0f��B l�f��A 2�

*�
�� #�	
 k � �� S��%��
% �� +
	��+
�	
9
�
�
#	�� %��+
ff��An � � � f��A� f��B j L�p�� � � � � pk � A� � � � An � BgF
��������������� S��%��
% �� +
	��+
�	
9
�
�
#	�� %��+ ff��An � � � f��A� f��B j L � A� � � � An � Bg�
$#� /�	+��� f� � f� ��%�� �� ����F

���
������ ����� @������ ������
��
���� �
���������
������� ����� ?����� ������� ������
��
���� �
�������� "�����
����� ������
�� ���#
�������#��������� �
�������� ��� ������� �
��� /9<2�

������� ���� #5�+6���&� ?����� ����������#��������� �
�������� ��� ������� �
��� "���#
��
����� ������
�� ������� ������
��
���� �
�������� /9<+ 0:2�


���
������ ����� A
�������� &������ �
�� ��
&+� h:�H� �i� $#� : ! "�
���
��	
� +
	��	
�
�	
��
��
 ���/���� � H ! "�
���
��	�& ��" �
��
��	�% =����+� � � ! "�
���
��	
� +
	��	
�
��	��	
� 
�	
.�	�� � � Tp �:�

B�%�+ ��
������%� �
��������� &������ h:�H� �i� 
"��#��%��
% +�+ �	
��
��
 �
�� 	�"�9

��� 
�
� a� � � �an � ��/����� :� #�% +
�
��� 
�(�
����� ��+�% ���
#���% � �
��
��	�� =����+�

�+��	��% B� � � �Bn � H� ��
 #�% �'�
$
 i � n ��"
�	%��
% Bi � ai� ,�
�	���� 6�
� %��+ �����
LL�:�H� � �
������� ����� ?����� ����������#��������� �
�������� ��� ������� �
��� "�����
����� ��#
����
�� �
�������� &������ /<6+ 0:2�

5�������
������ *�
�� #�	� +
	��+
�	
9
�
�
#	�% $�������+� hN�:� P� Si � 	
�����	
& /
���
q
�
+
$
� Y#�
� : ! �������� �
4����� N ! ����������
��%� �
4����� S ! ����
��%� ���#
��
� P ! �	
��
��
 +
	��+
�	
9
�
�
#	�� "����� �
���	
 ��"�
������� � ��#� � � 
 � *�
��
N 
 Pr� *
�
��� H � S�

,"��#���� I 5 N � P�Tp ��+5

� �
�� p � N � �
 p � I�p �

� �
�� �p� qr � P � �
 q n p � I�r �

� �
�� t � N � �p� qr � P � �
 �q n p ��t n r � I�t �

*
�
��� A � a� �
�� A � I�p � �p� a � P #�% 	�+
�
�
$
 p�
8
���+�	

�� "

��
�		
& $�������+� 
��#��� �� �
$
� ��
 #�% �'�
$
 p � N � �'�
$


A � I�p 
L 3 AxP � p� A�

Y#�
� AxP � fqr � p j �p � qr � P � � L 3 AxP 
�
�	����� �
��
��	�� L 
 #
"
�	�����	���
�+
�
���� AxP �

������ ����� 8
	��+
�	
9
�
�
#	
�� ���
#�

p�

vvmmm
mm
mm
mm
mm
mm
mm

��QQ
QQ

QQ
QQ

QQ
QQ

QQ
Q

p�

����
��
��
��

��B
BB

BB
BB

B
p�

����
��
��
��

��C
CC

CC
CC

C

p�

����
��
��
��

��B
BB

BB
BB

B
p� p�

����
��
��
��

��C
CC

CC
CC

C
p	

p
 p� p�� p��



���������� ��




����
���'� 
��#�'(�� ��"� �
��
��	�% =����+��

p�

wwnnn
nn
nn
nn
nn
nn
nn

��QQ
QQQ

QQQ
QQ

QQQ
QQ

p�

����
��
��
��

���
��

��
��

�
p� n p�

��yy
yy
yy
yy
y

		E
EE

EE
EE

EE

p�

����
��
�
��
�

���
��

��
��

� p� n p� �p� n p� ��p� n p� 

����
��
��
�

		E
EE

EE
EE

EE
p� n p�

p
 p
 n p� �p� n p� ��p�� n p� p�� n p�

Y������� ��
 L � p
 �p
 n p� �p� n p� ��p� n p� ��p�� n p�  �p�� n p� �p� n p� � p��

������� ����� ?����� ����������#��������� �
�������� ��� ������� �
��� "�����
����� ��#
����
�� L�n #�
��������+ ����
����$�� ��
��� ���% ���� pi+ pi n pj � pi n �pj n pk /<6+ 0:2�

������ ����� j�������+� �� "������ ��� 6+������	�	� L�n 9$�������+� h:� S� �i� $#� V � b�
�V�T  �V � a� �T�T  �V � c� T � d� Y#�
� V � T 
����'�
% �������	��� "�������	��� ��"����

���
������ ����� ;���� bjAjc 
�
�	���� 
�����	
� +
����
��
 ��
�#�	�& "�������	�� ��"
�
� ��" A5

bjpijc� ��

bjA � Bjc � bjAjc3 bjBjc�

bjA nBjc � bjAjc3 bjBjc�

bjA�Bjc � bjAjc3 bjBjc�

C�% "

��#
������	

�� ��"
� "
��$���

bjA� � � �Anjc� bjA�jc 3 � � �3 bjAnjc�

���������� ����� bjAjc )
P
p�Pr

\p�A �

���������� ����� kAk ) �bjAjc � ��

������� ����� 	���� L � O^R � C+ ��� O � Tp�+ ^ � Tp�+ R � Tp�+ C � Tp � ���������
O^R � C ��
����� ������� !���� ��$������� ����� ��� E+ ���

�i L � ^� E+

�ii L � OER� C+

�iii ��������� ^� E ��
����� ������+

�iv ��������� OER� C ��
����� ������+

�v bjEjc ) j00^22j�

5�������
������ A
"
����% ��
���� ��1� 	��
#�� �
+
��& ��" E� ,	 �#
�����
�%�� �
�
��%� �i 
� �ii � C
+����� ��
 
	 �#
�����
�%�� ��+�� �iii � �iv � �v �

>�

�
���� "�
���
��	�& "�������	�& ��" p� -�+ +�+ \�
p �E � \�

p �C 3 \�
p �OR � �


\�
p �E 3 \�

p �^ � \�
p �C 3 \�

p �O^R � � �"

��#	�� 	�����	
��
 
��#��� �� �
$
� ��
 �
�
#9
	�% 
�+��	��% O^R� C %��%��
% �
	+
& � @	��
$��	
� \�

p �E 3\�
p �^ � \�

p �C 3\�
p �O^R � ��

-�� 
���� #
+���	
 �iii �
f
�
��� �iv "�
���%��
% �	��
$��	
�
C�% �
��	
���	�% �v #

���
�	
 "�
������� ��
 bjEjc ) j00E22j� <�
 
����#	
� ��+ +�+ 	� 
#�	

"�������	�& ��" 	� �
�������
% � E �
��� 
#	
$
 �����



���������� ��

G��#�'(�% �
"
�
$�����	�% ����� ������#���� "
 
�(�
���� ��
 "�
���
��	�% "

��#
������9
	

�� "����#�		�� 
�
� �
��� 

+������
% #
 "�
�
$
 
�
�� �
��+
 �
$#�� +
$#� �
�% �� 
#	
 ��

�
� 6�
& "

��#
������	

�� _"
���%��` "
�
��	� 
�
�� ��+� "�� 

+��(�	�� 
 
#	�� �� 
�
��



�#�&�

)���� ����� -�
� u�� � � � � un � FG+ n	� � u� � � �un ) �+ �� �������� ������ k�n+ �����+ ���
jukuk��j � max�jukj� juk��j �

5�������
������ C�% �'��� #��� 6����	�
� FG ui � ui�� 
�(�
����� ��� "����#�		��

�
�� xi� yi�i�� � zi�� � $��""� FG� ��+��� ��
 ui ) xiyi�i��� ui�� ) y��i�i��zi���

uiui�� ) xizi�� � 
�
�� xiyi�i��� y��i�i��zi��� xizi�� "����#�		��� ,����#	
� juij ) jxij3jyi�i��j�

jui��j ) jy
��
i�i��j3jzi��j ) jyi�i��j3jzi��j � juiui��j ) jxij3jzi��j�

*��#"
�
���� 
� "�
���	
$
� ��
 #�% �'�
$
 �	#�+
� i � n ���'� ��
�
 	�����	9

��� juiui��j 	 juij � juiui��j 	 jui��j� A� 	�����	
��� juiui��j 	 juij "
������� ��

jxij3jyi�i��j � jxij3jzi��j� 
�+�#� jyi�i��j � jzi��j� � 
��#
������	
� jyi�i��j �

�
� jui��j� @	��
$��	
�

�� 	�����	
��� juiui��j 	 jui��j "
������� ��
 jyi�i��j3jzi��j � jxij3jzi��j� 
�+�#� jyi�i��j � jxij�

�+�#�� � 
�
' 
����#�� jyi�i��j �

�
� juij�

-�"��� ��

�
���� "�
���
��	�& �	#�+
 i� ��+
&� ��
 ��i�n� Z�"
�	��� ��
 ui ) y��i���izi ��


 #��$
& 
�
�
	�� ui ) xiyi�i��� ,�� 
�
�� y��i���izi � xiyi�i�� %��%'�
% "����#�		��� � "
6�
��



�"�#�'�� *

+
��+� jy��i���ij �
�
� juij � jyi�i��j �

�
� juij� ����� ui ) y��i���iwiyi�i��� xi ) y��i���iwi �

zi ) wiyi�i�� #�% "
#�
#%(�$
 "����#�		
$
 
�
�� wi� Y������� ��
 +�+ y��i���iwi� ��+ � wiyi�i��
%��%'�
% "����#�		����

*
#
����%% � ����	
��
 u� � � �un ) � ������	�� x�y��� ���
�
 u�� y��n���nzn ���
�
 un �

y��i���iwiyi�i�� ���
�
 ui �$#� ��i�n � "
������� ��
 x�w�w� � � �wn��zn ) ��
*�
����� ��"���� ��
 
�
�
 x�w�w� � � �wn��zn %��%��
% "����#�		��� Y������� ��
 
�
�
 x�w�

"����#�		
�� ��+ +�+ ��+
��� %��%��
% 
�
�
 x�z� ) x��w�y��� � @	��
$��	
� 
�
�
 wn��zn "��9
��#�		
�� ��+ +�+ 
�
�
 xn��zn ) �y��n���n��wn�� zn "����#�		
�� Z�+
	��� #�% �'�
$
 �	#�+
� i�
�#
�����
�%'(�$
 	�����	
��� ��i�n��� 
�
�
 wiwi�� "����#�		
�� "

+
��+� ��+
��� %��%��
%

�
�
 xizi�� ) �y��i���iwi �wi��yi���i�� �

�� �
��	
����� ��
 
�
�
 x�w�w� � � �wn��zn "����#�		
� � x�w�w� � � �wn��zn ) �� ,�
'#�

��#���� ��
 +��#
� �� 
�
� x��w�� w�� � � � � wn�� � zn 

�"�#��� 
 "�
��� 
�
�
� �� ,#	�+
 	� 
��
�
#��� �
� 
	� 	�"�
���� "

+
��+� jy��i���ij �

�
� juij � jyi�i��j �

�
� juij� *
������ "�
���
������


���
������ ����� C�% �'�
$
 	�������	
$
 ��
�� m 
"��#���� �	
��
��
 
$��	���		�� ��9
"
� Tp�m � �	
��
��
 
$��	���		�� "

��#
������	

��& ��"
� Ls�m 5

Tp�m � fA � Tp j bjAjc � mg�

Ls�m � fK � Tp�m � j bjKjc � �mg�


���
������ ����� C�% �'��� #��� 	�������	�� ��
�� m � s 
"��#���� +
	��	
� �	
��
��

��"
� Tp�m� s � +
	��	
� �	
��
��
 "

��#
������	

��& ��"
� Ls�m� s 5

Tp�m� s � fA � Tp j var�A 
 fp�� � � � � psg� bjAjc � mg�

Ls�m� s � fK � Tp�m� s � j bjKjc � �mg�


���
������ ����� G�+��	��% I� A 
������
% �+
�
�
& �
��
��	�% Lcutm �
$#� � �
��+
 �
$#��
+
$#� L � I � A� A � Tp�m � I � Ls�m � D#�	
���		�� "�����
� �
��
��	�% Lcutm %��%��
%
�cut �

)���� ����� 	���� L � K � C+ ��� K � Ls�m + C � Tp�m + � ��������� K � C ������� !����
Lcutm � K� C�

5�������
������ A	#�+��% "
 bjKjc�
D
�� bjKjc � �m� �
 K� C %��%��
% �+
�
�
& �
��
��	�% Lcutm�
*�
�� bjKjc � �m� *��#
����� "

��#
������	

�� K � ��#� +
	+���	���� K� � � �Kl� $#�

� #�% +��#
$
 i � l ����� ��
�
 	�����	
��
 bjKijc � m�

� #�% +��#
$
 i � l ����� ��
�
 	�����	
��
 bjKijc 3 bjKi��jc 	 m�



���������� ��

G
$��
	
 ��
���� ���� ����� 00K22 ) 00C22� ,�
�	���� u� � 00K�22� � � � � ul � 00Kl22�
ul�� � 00C22��� ,����#	
� u� � � �ulul�� ) �� 7 
��� ����� ���4 	�&#���
% ��+
& �	#�+
 k � l�
��
 jukuk��j � max�jukj� juk��j �

G
$��
	
 �"���	�	�%� ���� � ���1 #�% +��#
$
 i � l ����� ��
�
 	�����	
��
 juij � m� G��#
9
������	
� jukuk��j � m�

*��!�+ �, *�
�� k � l� C�% 6�
$
 �	���	�% k ����� j00KkKk��22j � m� *����	�� ��
���� �����
$#�

K� � � �Kk��� �z �
�

KkKk��� �z �



Kk�� � � �Kl� �z �
�

� C�

	�&#�� ��+
& �	���"
�%	� E #�% "

��#
������	

�� KkKk�� � 
�+��	��� K� � � �Kl � C� ��

bjEjc � m � ���
#��� �
	+�� 
�+��	��� KkKk�� � E � K� � � �Kk��EKk�� � � �Kl � C�

Y������� ��
 bjEjc � m� 	
 bjKkKk��jc 	 m� G��#
������	
�

bjK� � � �Kk��EKk�� � � �Kljc � bjK� � � �Kljc

� �
�	
 "����	��� "��#"
�
��	�� �	#�+��� + ���
#��
& �
	+
& 
�+��	���

K� � � �Kk��EKk�� � � �Kl � C�

G #��$
& 
�
�
	�� 
�+��	��% KkKk�� � E %��%��
% �+
�
�
& �
��
��	�% Lcutm� ��+ +�+
bjEjc � m � bjKkKk��jc � �m�

�� #
+������ ��
 Lcutm � K� � � �Kk��EKk�� � � �Kl � C � Lcutm � KkKk�� � E� *����	%%
"�����
 
���	�%� "
������ ��


Lcutm � K� � � �Kk��KkKk��Kk�� � � �Kl � C�

�� �� Lcutm � K � C�
*��!�+ �, *�
�� k ) l� A���� j00Kl2200C22��j � m� *����	�� ��
���� ����� $#�

K� � � �Kl��� �z �



Kl��z�
�

� C�

	�&#�� �	���"
�%	� E #�% "

��#
������	

�� K� � � �Kl�� � 
�+��	��� K� � � �Kl � C� ��+
& ��

bjEjc ) j00K� � � �Kl��22j � ���
#��� �
	+�� 
�+��	��� K� � � �Kl�� � E � EKl � C�

Z�"
�	��� ��
 00K� � � �Kl��Kl22 ) 00C22� 
�+�#� 00K� � � �Kl��22 ) 00C2200Kl22
�� ) �00Kl2200C22�� �� �� #�9

���� j00K� � � �Kl��22j ) j�00Kl2200C22�� ��j ) j00Kl2200C22��j � m� G��#
������	
� bjEjc ) j00K� � � �Kl��22j � m�
*
������� ��
 EKl � Ls�m� s �� 
��#
������	
� 
�+��	��% EKl � C %��%��
% �+
�
�
& �
��
��9
	�% Lcutm�

G #��$
& 
�
�
	�� bjK� � � �Kl��jc � bjK� � � �Kljc� ,
���

� "����	��� "��#"
�
��	�� �	#�+��� +
�
	+
& ���
#��
& 
�+��	��� K� � � �Kl�� � E�

*����	%% "�����
 
���	�%� "
������ ��


Lcutm � K� � � �Kl��Kl � C�

�� �� Lcutm � K � C�

)���� ����� 	���� I � Tp�m �+ A � Tp�m � !���� 
������
��% �
����$�� ����
������ 

�i Lcutm � I� A+

�ii L � I� A�

5�������
������ A
"
������ ��
���� ���� � ����� ���V�

������� ����� ?����� �
�������� &������ "�����
����� ������
�� ����������#���������
�
�������� ��� ������� �
��� /:2�



���������� �1

5�������
������ >�

�
���� "�
���
��	�' $�������+� =����+� h:�H� �i� *

+
��+� 
"��#���9
	�� %��+�� "
�
�#���
$
 6�
& $�������+
&� �����$����� �
��+
 +
	��	
� ��
�
 ��"
�� 	�&#��
%
��+�� "
�
������	�� ����� ��
�� m � s� ��
 H � Tp�m� s � �
�� B � a #�% 	�+
�
�
$
 a � :� �

B � Tp�m� s �

Z� ���	�.�% 
�(	

��� �
�	
 
������� ��
 �	
��
��� : � Tp�m� s 	� "���
�+�'�
%� *

��
��
��"��� �
+
��' +
	��+
�	
9
�
�
#	�' $�������+� hN�:� P� Si5

N � Tp�m� s �

S � H�

P � fB � a j a � :� B � ag �

� fA� I j A � Tp�m� s � I � Ls�m� s � L � I� Ag�

,
���

� "����	��� ����� ��1��

*��
	�$�� ����� ?
��� ��%���+ ��
������%) �
���������� &������+ ��������� � �
����� ���)
����������#�������%) ��%��� ��� ������� �
����

������� ����� ?
��� ��%���+ ��
������%) L�#�
����������+ ��������� � �
����� ���) ���#
�������#�������%) ��%����

5�������
������ <�� ��
���� #
+�������
% �	��
$��	
 ��
���� ��1��

���"���� ����� G
�"�#��� �� +��

 %��+
�� "
�
�#����� LP�9$�������+���� 
 +��


� "����9
����
		�� ����+�	�& +
	��+
�	
9
�
�
#	�� %��+
�F
���"���� ����� 8�+�� %��+� "
�
�#�'�
% L��p� 9$�������+���F
���"���� ����� 8�+�� %��+� "
�
�#�'�
% L�� � � n� ��� 9$�������+���F
���"���� ����� 8�+�� %��+� "
�
�#�'�
% L�� � � n� ��� 9$�������+���F
���"���� ����� 8�+�� %��+� "
�
�#�'�
% L�� � � n� ��� 9$�������+���F

& ������������
�� ��
�#
�� ������

-�� ������	�
�� �����	�
�� MCLL

>�

�
���� ��
����
�������%� 4
������ ���
������� 
������� 
������ ���#�		
& � 0��2� <�
�
/��$��	� ��#�� 
�
�	����� ����� MCLL�

���
������ ���� *��#"
��$���� ��
 ��#�	
 
���	
� �	
��
��


Var ) fp�� p�� p�� � � �g�

7 +
	��+
�� ��	�&	
& �
$�+� 6����	�� 6�
$
 �	
��
��� ��#�� 	������� ��
�����%��� ,	�
�$��'� � �
�	

�� �� �� �
��� ��
 "�������	�� ��"� � �
��
��	�� =����+��

���
������ ���� ,"��#���� �	
��
��
 /
���� Fm �
��
��	�% MCLL +�+ 	����	�.�� �	
��9

��
� �#
�����
�%'(�� 
��#�'(�� �
�
��%�5

� � � Fm � � � Fm�

� �
�� pi � Var� �
 pi � Fm � pi � Fm�

� �
�� A � Fm � B � Fm� �

�A� B � Fm � �AO B � Fm�

C�% 6+
	
��� 
+
�
+ ��#�� 
������� ��
 � 
�%�+� � "��
����� ��.�� ��� � O� � 
�� 
�%�+�
���
�


������	��

���
������ ���� At� Var � fq j q � Varg�

���
������ ���� 3�������� �
��
��	�% MCLL ���'� ��# � I� $#� I � Fm��



���������� ��


���
������ ���� Z� �	
��
��� Fm 
"��#���	� 
"�����%

� �  � 5 Fm� Fm�



"

����%'(�% +��#
& /
����� ��� 
�����	���

�� � � �

�� � � �

�pi 
� � pi

�pi 
� � pi

�A� B � � ��B � O �A � 

�AO B � � ��B � � �A � 


���
���������� Z� �	
��
��� Fm� 
"��#���� 
"�����' � �  � 5 Fm� � Fm� 
��#�'(�� 
����
�5

�A� � � � An 
� � A�n � � � A�� �


���
������ ���� B�#�� "�
��� MCLL � I� �
�� 
�+��	��% � I ���
#��� � �
��
��	�� MCLL�
A	
$#� ��#�� ��+�� "�
��� MCLL � A� � � �An � B� �
�� 
�+��	��% � �An � � � � �A� �B ���
#���
� �
��
��	�� MCLL�

@+
�
���� �
��
��	�% MCLL 
����� �
� 
�+��	��� ��#� � pi pi� $#� pi � Var� � ��+�� 
�+��	9
��% � ��

A
��
��	�� MCLL ����� 
��#�'(�� "�������

� I N
� I �N

��� 

� I A B N
� I �AO B N

�� O � I A � B N
� I �A �B N

��� 

� I N
� N I

�rotate 
� I A � �A � N

� I N
�cut 

���������� ���� MCLL � p� �p� � �p� O p�  �
���������� ���� MCLL � �p� O p� � p� �p� O p� � p��
���������� ����� MCLL � p� � �p� O p� p� � p� O p��

������� ����� &���� ���������+ �%������� � �����
���� MCLL+ ����� �%����� ��� ����
���#
����� �
���
� �cut �


���
������ ����� D
�� MCLL � A� B � MCLL � B � A� �
 "�.�� A �
MCLL

B�

���������� ����� �p� � p� � p� �
MCLL

p� � �p� � p� �

���������� ����� �p� O p� O p� �
MCLL

p� O �p� O p� �

������� ����� -�
� MCLL � A� � A�+ �� MCLL � A�� � A�� �

*��
	�$�� ����� -�
� A� �
MCLL

A�+ �� A�� �
MCLL

A�� �

������� ����� -�
� MCLL � A� � A� � MCLL � B� � B�+ �� MCLL � A� � B� � A� � B� �
MCLL � A� O B� � A� OB��

*��
	�$�� ����� -�
� A� �
MCLL

A� � B� �
MCLL

B�+ �� A��B� �
MCLL

A��B� � A�OB� �
MCLL

A�OB��


���
������ ����� ,�
�	���� ����� Fm �	
��
��
 /
����� 	� 

#����(�� � � ��

���
������ ����� ,�
�	���� ����� MCLL /��$��	� �
��
��	�% MCLL ��� +
	
��	� � � ��



���������� �4

-�� �����	�
��  �� �����	� &��	������� �������
����

,"��#���� �
��
��	�� MCLL�� 6+������	�	
� �
��
��	�' MCLL�

���
������ ����� 7��
#����� 
�?�+���� �
��
��	�% MCLL� %��%'�
% 
�+��	��� ��#� � I�
$#� I � Fm�� B�#�� "�
��� MCLL� � I� �
�� 
�+��	��% � I ���
#��� � �
��
��	�� MCLL��
A	
$#� ��#�� ��+�� "�
��� MCLL� � A� � � �An � B� �
�� 
�+��	��%� �An 

� � � � �A� 
�B ���
#���

� �
��
��	�� MCLL��
@+
�
���� �
��
��	�% MCLL� 
����� �
� 
�+��	��� ��#� � pi pi � � pi pi� $#� pi � Var�
A
��
��	�� MCLL� ����� 
��#�'(�� "�������

� I A B N
� I �AO B N

�� O 

� I A K � B N
� I �A �B N K

�� �� 
� I A � K B N
� K I �A� B N

���� 

� I A K � �A � N

� I N K
�cut� 

� I A � K �A � N

� K I N
�cut� 

������� ����� &���� ���������+ �%������� � �����
���� MCLL�+ ����� �%����� ��� ����
�#
������� �
���
 �cut� � �cut� �

������� ����� 	���� I � Fm�� 3�������� � I �%������ � MCLL� ����� � ��
��� �����+ �����
��� �%������ � MCLL�

-�� �
�����
��


���
������ �����

��p � ��

��p � ��

��� � ��

��� � ���

��A �B � ��A 3 ��B � ��

��A OB � ��A 3 ��B 3 ��


���
������ �����

��p � ��

��p � ���

��� � ��

��� � ���

��A �B � ��A 3 ��B � ��

��A OB � ��A 3 ��B 3 ��

���������� ����� ;�
�
 ��A 	�����	
 "�� �'�
� A � Fm�
)���� ����� 	���� A � Fm� !���� ��A� ) ���A � ��A� ) ���A �

������� ����� -�
� MCLL � A� � � � An+ �� ��A� 3 � � �3 ��An ) ��n � ��A� 3 � � �3 ��An ) ��n�

*��
	�$�� ����� -�
� MCLL � A� B+ �� ��A ) ��B � ��A ) ��B �



���������� ��


���
������ ����� ,"��#���� "����
# prop� 
���%(�& � 


����
���� /
������ � 
�+��	��%�
�
��
��	�% MCLL /
����� %��+� �
$�+� ��
+�����	�& 
��#�'(�� 
����
�5

prop�pi � pi�

prop�pi � �pi�

prop�� � ��

prop�� � ��

prop�A� B � prop�A � prop�B �

prop�AO B � prop�A � prop�B �

prop�A� � � � An � prop�A� � � � �� prop�An �

������� ����� -�
� MCLL � I+ �� 4�
��
� prop�I �%������ � �
���������� 
������

���������� ����� D
�� A � Fm� �
 /
����� prop�A� � � prop�A 6+������	�	� � +��

���
+
&
�
$�+��

-�� $�
��������
���� 
�� �����	�
��� ��� ���


���
������ ����� 8��#
�� ��"� A � Tp "

����� � 


����
���� /
����� bA � Fm 
��#�'(��

����
�5

bp� p�

�A � B � bA O � bB� �

�A nB � � bA� O bB�
�A � B � bA � bB�

���������� ����� D
�� A � Tp� �
 /
����� prop�A �
�� 
"��#���	�� ��� � prop� bA 6+����9
��	�	� � +��

���
+
& �
$�+��
)���� ����� 	���� A � Tp� !���� �� bA ) ��


���
������ ����� Z� �	
��
��� Tp� 
"��#���� 
�
�����	�� b5 Tp� � Fm� 
��#�'(�� 
����
�5

�A� � � � An � cA� � � � cAn�

������� ����� 	���� A�� � � � � An� B � Tp� 3�������� A� � � � An � B �%������ � L� ����� �
��
��� �����+ ����� MCLL � cA� � � � cAn � bB�

 ���!���� ����� A
��
��	�� MCLL +
	
�������	
 	�# �
��
��	��� L� "�� "����
#� A n B +�+
�A � O B � B�A +�+ B O �A �� D
�� 	��
���� 	� "�����
 �� O ����
��	�� IN �) H� �
 "
�����
�����	� ��+����
+
& ��	�&	
& �
$�+�� +
	
�������	�& 	�# �
��
��	��� =����+��

���������� ����� MCLL � ��p � q n q ��p � q n q � ��p � p � q n q�

-�' �
��������&�� "���)	 MCLL � ��� ��
�� #�)���


���
������ ����� 5
��� bjAjc /
����� A 
"��#���� +�+ +
����
��
 ��
�#�	�& "�����		�� � A�

bj�jc � �

bj�jc � �

bjpijc � �

bjpijc � �

bjA� Bjc � bjAjc 3 bjBjc

bjAO Bjc � bjAjc 3 bjBjc

C��	� "

��#
������	

�� /
���� 
"��#��%��
% �
��
���		�� 
����
�5

bjA� � � �Anjc� bjA�jc 3 � � �3 bjAnjc�



���������� ��


���
������ ����� (���
�
������� 4�
��
 MCLL � ��������� �
���� ���#�� 
�
�	����� ��
00 22 	��
��� 
��#�'(�� �
��
���		
� 
�
�����	�� /
���� � �� +
	��	�� "

��#
������	

��& �
$��""� FG5

00�22 � �

00�22 � �

00pi22 � pi

00pi22 � p��i
00A� B22 � 00A2200B22

00AO B22 � 00A2200B22

00A� � � �An22 � 00A�22 � � � 00An22�

)���� ����� 5
� 
���� 4�
��
% A � Fm ��
����
��� ��
�������� j00A22j� bjAjc�

5�������
������ A	#�+��% "
 "

��
�	�' /
����� A�

)���� ����� -�
� ��������� � I �%������ � �����
���� MCLL+ �� 00I22 ) ��

5�������
������ <�� ����� #
+�������
% �	��
$��	
 ��
���� ���� �	#�+���& "
 #��	� ���
#��

-�+ .�
��� �����
&�� � �����	�
�� MCLL


���
������ ����� C�% +��#
& "�����		
& p � Var 
"��#���� #�� 
�
�����	�% \�
p � \�

p ��
�	
��
��� Fm � �	
��
��
 N�

\�
p �q �

�
�� �
�� p ) q
�� �
�� q � Var � p �) q

\�
p �q � �� �
�� q � Var

\�
p �q�� � �� �
�� q � Var

\�
p �q�� �

�
�� �
�� p ) q
�� �
�� q � Var � p �) q

\�
p �A �B � \�

p �A 3 \�
p �B 

\�
p �A �B � \�

p �A 3 \�
p �B 

\�
p �A OB � \�

p �A 3 \�
p �B 

\�
p �A OB � \�

p �A 3 \�
p �B 

>�
"�

���	�� 6�� 
"��#���	�% � 	� "

��#
������	

�� /
�����

\�
p �A� � � �An � \�

p �A� 3 � � �3 \�
p �An 

\�
p �A� � � �An � \�

p �A� 3 � � �3 \�
p �An 


���
������ ����� G�+��	��% � K 	�������
% ������ �
$#� � �
��+
 �
$#�� +
$#� #�% �'�
$

p � Var 
"����#���� 	�����	
��� \�

p �K � � � \�
p �K � ��

)���� ����� 	���� � � ������
�� ����������� ��
�����%)� -�
� � �
�����
���� �%���� ��#
���
���� MCLL �������� ������ ��������� � I �� � ��I + �� ��
������� ��
��� ��
�����
�%����� � MCLL�

������� ����� 3�������� � K �%������ � MCLL ����� � ��
��� �����+ ����� ��$�������
�%������� � MCLL ������ ��������� � ^ � �������� ����� ����������� �+ ��� K ) ��^ �

-�/ �
�����	�&�� � MCLL

)���� ����� 	���� MCLL � IKN+ ��� I � Fm�+ K � Fm� � N � Fm�� !���� ��$������� �����
4�
��
� E+ ���

�i MCLL � �E �K+

�ii MCLL � IEN+



���������� �U

�iii �
� 
���� p � Var ����� ����� ��
��������

\�
p �E � min�\�

p �K �\�
p �IN  �

�iv �
� 
���� p � Var ����� ����� ��
��������

\�
p �E � min�\�

p �K �\�
p �IN  �

)���� ����� 	���� MCLL � IKN+ ��� I � Fm�+ K � Fm�+ N � Fm� � ��������� � IKN ��
�����
������� !���� ��$������� ����� 4�
��
� E+ ���

�i MCLL � �E �K+

�ii MCLL � IEN+

�iii ��������� � �E � K ��
����� ������+

�iv ��������� � IEN ��
����� ������+

�v bjEjc ) j00K22j�

)���� ����� 	���� MCLL � O^R � C+ ��� O � Fm�+ ^ � Fm�+ R � Fm�+ C � Fm � ���������
O^R � C ��
����� ������� !���� ��$������� ����� 4�
��
� E+ ���

�i MCLL � ^� E+

�ii MCLL � OER � C+

�iii ��������� ^� E ��
����� ������+

�iv ��������� OER� C ��
����� ������+

�v bjEjc ) j00^22j�

5�������
������ C�	
� ��
 MCLL � �R � �^ � �O �C� *����	�� ����� U��V� "
�
���

I � �R ��

K � �^ ��

N � �O �C�

-�- 0���������1 ��
���

�� 
� �����	�
�� MCLL


���
������ ����� ?�����
��
���� �
��������+ ���������� �� �����
���� MCLL ����
MCLL9$�������+� �
�� ��
&+� h:�H� �i� $#� : ! 	�+
�
�
� +
	��	
� �	
��
��
 ���/���� � H
! /
������ � � ! 	�+
�
�
� +
	��	
� ��	��	
� 
�	
.�	�� � � Fm�:�

B�%�+ ��
������%� �
��������� h:�H� �i+ 
"��#��%��
% +�+ �	
��
��
 �
�� 
�
� a� � � �an �
��/����� :� #�% +
�
��� 
�(�
����� ���
#���% � MCLL 
�+��	��% B� � � �Bn � H� ��+�% ��
 #�%
�'�
$
 i � n ��"
�	%��
% Bi � ai� ,�
�	���� 6�
� %��+ ����� LCLL�:�H� � �
������� ����� 	���� h:�H� �i� ������
�� MCLL#�
��������� !���� ��%� LCLL�:�H� � ��
�#
���� ����������#�������%��

 ���!���� ����� ,����	
� ���	
 � 
��� +
	
�������	

�� MCLL 	�# L�� G��#
������	
� +��


%��+
�� "
�
�#����� +���$
�����	��� $�������+���� 

	
��		��� 	� ������"��+����	
& ��9
+����
+
& ��	�&	
& �
$�+�� 

�"�#��� 
 +��


� �
�� +
	��+
�	
9
�
�
#	�� %��+
��



���������� �V

' ���� ����(�����
���


���
������ ����

jjjpjjj� ��

jjjpjjj� ��

jjjA� Bjjj� jjjAjjj3 jjjBjjj�

jjjAO Bjjj� jjjAjjj3 jjjBjjj�

jjjA� � � �Anjjj� jjjA�jjj3 � � �3 jjjAnjjj�
 ���!���� ���� jjjAjjj) �bjAjc�

���
������ ���� ,"��#���� 
�
�����	�� c 5 Fm�Z��+5

c�p � ��

c�p � ��

c�A� B � jjjAjjj�

c�AO B � jjjAjjj�

���������� ���� c�A 3 c�A� ) jjjAjjj�

���
������ ���� ;�
�� /
������
���� "
	%��� �)������� "
#/
����� � #�		�' /
������
���#��� �
"
�
$�����	
� �	
��
��
 Occ � Fm �Z� >�����	�� ��
�#�	�%� "
#/
���� ��#��

������
% � 


����
���� ������	�� 6����	�� �	
��
��� Occ�

���
������ ���� B�	��	
� 
�	
.�	�� � 	� �	
��
��� Occ 
"��#���� +�+ 	����	�.�� ���	9
�����	
� ��	��	
� 
�	
.�	��� �#
�����
�%'(�� �
�
��%� hA� k � jjjAjjj 3 c�A i � h�A � B � ki �
hB� k3 c�B i � h�A�B � ki #�% �
�� � � f��Og� A � Fm� B � Fm� k �Z� Y	�+ 	 ��
#��
% 
���	��

����
��
 ���!���� ���� D
�� #�	� /
����� A� �
 �
�	
 ��
�#�	%� ��� "
#/
���� "

������ � 


�9
���
���� 6����	�� �	
��
��� Occ� 7�
�#�	�' "
#/
����� B 


����
����� "��� hB� ki � Occ�
$#� hB� ki 	 hA� c�A i � k ���	
 _jjj�jjj9��

�
%	�'` 
� ���
$
 +
	�� /
����� A #
 $���	
& 
�%�+�
"
#/
����� B� -
$#� 	 


����
����� #����
�	
�� 
�	
.�	�' _���� "
#/
����
&`�

���
������ ���� C�% �'�
& "

��#
������	

�� /
���� I ) A� � � �An "

��
�� ���%��
		�'

�
���� 7� ) h~����� ��i 
��#�'(�� 
����
�� *
�
���

~� � fhB� k 3 jjjA� � � �Ai��jjji j � � i � n � hB� ki 	 hAi� c�Ai ig

� fh�� jjjA� � � �Ai��jjji j � � i � ng�

$#� � ! 	
��& 
���
�� 	� "��	�#����(�& �	
��
��� Fm� �	
��
��
 ~� 


�
�� �� ��������
	�"���
�+�'(��
% ��
��&

~�
� � fhC� ki � ~� j C ) �g�

~At
� � fhC� ki � ~� j C � Atg�

~�

� � fhC� ki � ~� j C ) A� B #�% 	�+
�
��� A � Bg�

~O� � fhC� ki � ~� j C ) AO B #�% 	�+
�
��� A � Bg�

B�#�� 

+��(��� ~O� �~�
� "

��#
��
� ~O�� � �
"
���
���� �	��
$��	�' +
	��	��' #�% ~�O

� � ~��

� �
~�O�
� � ,�	
.�	�� �� ! ��+
& ����/��+
��	�& ��
���	�& "
�%#
+ 	� ~�� ��
 � �� 
 �
$#� �

�
��+
 �
$#�� +
$#� � �� ~�
�� 
 �� ~�

� � � � 
� ,�	
.�	�� �� ! ��+
& ����/��+
��	�& ��	�&	�&
"
�%#
+ 	� ~�� ��
 hA� ki �� hB� li �
$#� � �
��+
 �
$#�� +
$#� k � l� Y	�+� 	� � �� ��
#%�
%

���	�� 
����
��
 ���!���� ���� ~� 
 �Fm� f�g �Z) Occ � �f�g �Z �
��������������� *�
�� I � Fm�� k � N � k � jjjIjjj� -
$#� 
�(�
����� �#�	
���		�& C � Fm�f�g�
�#
�����
�%'(�& �
�
��' hC� ki � ~��

���
������ ����� C�% +��#
$
 �	
��
��� ^ 
 ~� "
�
��� ��^ � j~O�� �^j � j~�

� �^j�
���������� ����� D
�� A� � � � An � Fm�� �
 ��~A� ��� An  ) ��A� 3 � � �3 ��An 3 n�

���
������ ����� C�% �'��� � � ~� � 
 � ~� 
�
�	���� ����� Bt��� 
 �	
��
��

f� � ~� j � �� � �� 
 ��� 
 �� � �� �g� 7��
�
 ��Bt��� 
  ��#�� "�
��� ���� 
 �



���������� 1�

������ ����� *�
�� A� ) p� � ��p� � �p� O p�  O p� � A� ) p� � I ) A�A�� >�

�
9
���� 6����	�� � ) h�p� � �p� O p�  O p�� Ui � 
 ) hp� � �p� O p� � �i� -
$#� ���� 
 ) � �
Bt��� 
 ) fhp�� 4i� hp� O p�� �i� hp�� �ig�
)���� ����� -�
� � �� � � 
 � Bt��� � + �� 
 �� ��

)���� ����� -�
� � �� �+ �� ��$������� ����� "
����� 
 � Bt��� � �f�� �g+ ��� 
��� 
 � ~�
�+


��� � 	� 
 � � 	� 
�


���
������ ����� *�
�� C 
 ~� � ~�� ,���	���
��		�& $��/ h~�� Ci ��#�� 	�������
��#�
���
�%�� �
�� #�% +��#
$
 ����� h�� 
i � C � +��#
$
 ����� h�� �i � C ������#�	�%
� � Bt��� 
 � � � Bt��� 
 ���
 
�� �
��		�� ���
 
�� �
�	�� "�� �
�
��� ��
 f�� 
g � f�� �g ) ��
 ���!���� ����� A	������	
� $��/ %��%��
%��9"��	��	�� �
$#� � �
��+
 �
$#�� +
$#� �$
 ������
�
�	
 	���

���� ��� "���
���	�& 	� "
��"�

+

��� +
$#� ���.�	� �"
�%#
��	� 	� $��	��� 6�
&
"
��"�

+

�� 

$��
	
 ��	�&	
�� "
�%#+� ���

���
������ ����� *�
�� I � Fm�� 3��� ��������
����� �
� I ! ���%��
		�% 
�
����
h7��A� Ei� $#�

#PN�& ��~� ) ��

#PN�& A ! $��/�+ 	�+
�
�
& /�	+��� �� ~�
� � ~O�� �

#PN�& E $��/�+ 	�+
�
�
& /�	+��� �� ~At
� � ~At

� �

#PN�& �
�� h�� 
i � E � �
 h
� �i � E �

#PN�& �
�� h�� 
i � E � � �� 
� �
 
�(�
���'� ��+�� F � At � i� j �Z� ��
 � ) hF�� ii � 
 ) hF� ji�

#PN�& $��/ h~��A� Ei %��%��
% ��9"��	��	�� �

#PN�& $��/ h~���� � Ai %��%��
% ���+����
+�� ��
 �
�� ���	�����	
� ����+�	�� ��	��	
$


�	
.�	�% �� �A ����/��+
��	
 �

������ ����� *�
�� A� ) p�� A� ) p� � �p� O p� � A� ) p� � p� � I ) A�A�A�� G�(�
�����

��� #
+�������
��� #�% I� ,	� "
+���	� 	� ��
�	+� 	���� *�� 6�
� 6����	�� �	
��
�� ~�

�

� ~O� ��
�����	� 
���
���� � � O 


����
���		
� ��	�&	�& "
�%#
+ �� �#��� 
���� 	�"���
�

�	
.�	�� �� "
+���	
 "�	+���	��� 
����+��� � 
�	
.�	�% A � E ��
�����	� 	� ����	�& "
9
��"�

+

���

� p� � p� �

EDGF




p� Off p� � p� �

EDGF




p�

���������� ����� Z�&�� 
��� #
+�������
��� #�% p� �p� � �p� O p�  �

)���� ����� 	���� I � Fm�� -�
� h7��A� Ei ����
����
��� ��
����� PN0+ PN<+ PN1+ PN:+ ��
�
� ������� 
��
� h�� 
i � E ����� ���� 
 � � � ��~� � Bt��� 
  � ��

)���� ����� 	���� I � Fm�� -�
� h7��A� Ei ����
����
��� ��
����� PN9CPN1 � PN:+ �� �
�
������� 
��
� h�� 
i � E � A ����� ���� 
 ) � � ��~� � Bt��� 
  ) ��

5�������
������ G�� 04�� ����� ����2�

������� ����� 3�������� � I �%������ � MCLL� ����� � ��
��� �����+ ����� ��$�������
���� ��������
����� �
� I�

5�������
������ G�� 04�� ��
���� ����2�

���������� ����� Z�&�� �
� 
��� #
+�������
��� #�% �p� pO p �p� pO p �
���������� ����� Z�&�� �
� 
��� #
+�������
��� #�% �p� �pO p  �p� �pO p  �
���������� ����� Z�&�� �
� 
��� #
+�������
��� #�% p �p � �pO ����p � p O p O p � p   �
���������� ����� *�
�� I � Fm�� D
�� ��~� � � � h7��A� Ei �#
�����
�%�� �
�
��%� PN��PN��
�
 h7��A� Ei %��%��
% 
���' #
+�������
��� #�% I�

G��#�'(�� ����� "
��
�%'� �"�

���� 
"��#���	�� 
��� #
+�������
���



���������� 1�

)���� ����� 	���� I � Fm�� 	���� 7� � E ����
����
��� ��
����� PN9+ PN<+ PN1+ PN>�
	���� ���� 
 ) � �
� ������� 
��
� h�� 
i � E � 	���� �
�4 h~�� Ei ��
����� ��#�
���
�%��
!���� ��$������� ����� ��������� A+ ��� h7��A� Ei ����
����
��� ��
����� PN0 � PN:�

)���� ����� 	���� I � Fm�� 	���� h7��A�� Ei � h7��A�� Ei ��
����� ������ ��������
������
!���� A� ) A��

)���� ����� 	���� I � Fm�� 	���� h7��A� E�i � h7��A� E�i ��
����� ������ ��������
������
!���� E� ) E��

)���� ����� 	���� I � Fm� � ��~� ) �� 	���� A � �
�4�� ������
�� 4������ �� ~�

�

� ~O�� + �
��=�� �
�����
�����%� �
�4 h~��Ai ��
����� ��#�
���
�%� � ���� 
 ) � �
� ���)
h�� 
i � A� !���� ��$������� ����� �

�4
�������� ������
����� ����
��� ����.���� E + ��
�#
�$���� �
�4���� �����
�� 4������ �� ~At

� � ~At
� + ��� �
�����
�����%� �
�4 h~��A�Ei ��
�����

��#�
���
�%��

)���� ����� 	���� I � Fm�+ hA� ii � ~At
� + hB� ji � ~At

� + ��hA� ii� hB� ji ) �� !���� i � j  �
�mod � �

)���� ����� 	���� I � Fm�+ hA� ii � ~�O�

� + hB� ji � ~�O�

� + ��hA� ii� hB� ji ) �� !���� i � j  �
�mod � �


���
������ ����� *�
�� I � Fm�� ,�
�	����

at��I � fF j hF� �m3�i � ~At
� #�% 	�+
�
�
$
 m �Zg�fF j hF�� �m31i � ~At

� #�% 	�+
�
�
$
 m �Zg�


���
������ ����� *�
�� I � Fm�� ��
���=����� ����� ��������
����� �
� I 	�������
% ���%9
��
		�% 
���+���� h7��Ai� $#�

� jat��I j ) ��

� ��~� ) ��

� A $��/�+ 	�+
�
�
& /�	+��� �� ~�

� � ~O�� �

� ���� 
 ) � #�% �
�� h�� 
i � A�

� $��/ h~��Ai %��%��
% ��9"��	��	���

� $��/ h~���� �Ai %��%��
% ���+����
+���

)���� ����� 	���� I � Fm� � jat��I j ) �� !���� MCLL� � I ����� � ��
��� �����+ �����
��$������� ��
���=����� ���� ��������
����� �
� I�

�) ���� *�������
�
�
��


���
������ ����� *�
�� A � Fm� B � Fm � I ) A B�� ��
���=����� ����� "�����
��������
�
� I 	�������
% ���%��
		�% 
�
���� h7��A��A�i� $#�

� jat��A � at��B j ) ��

� �A ) �B�

� A� ! $��/�+ 	�+
�
�
& /�	+��� �� ~�

� � ~O�� �

� A� ! $��/�+ 	�+
�
�
& /�	+��� �� ~O� � ~��

� �

� ���� 
 ) � #�% �
�� h�� 
i � A��

� ���� 
 ) �� #�% �
�� h�� 
i � A�� �#������
�%'(�� h�� jjjAjjji �� Bt��� 
 �

� ���� 
 ) � #�% �
�� h�� 
i � A�� �#������
�%'(�� h�� jjjAjjji � Bt��� 
 �

� $��/� h~��A�i � h~��A�i %��%'�
% ��9"��	��	����



���������� 1�

� $��/� h~���� �A�i � h~���� �A�i %��%'�
% ���+����
+����

������ ����� *�
�� I ) ��p�Op� ��p�Op�  �p��p� � -
$#� ~� 


�
�� �� #��	�#���� 6����	�
�
��� ��� � � � � ���� $#� �� �� �� �� � � � �� ���� �� �� ��� �� �� ��� *
�
��� A� ) fh��� ��i� h���� ��ig �
A� ) fh��� ���i� h��� ���ig� -
$#� h7��A��A�i %��%��
% 
���$���		
& 
���' 6+������	�	

�� #�% I�
D�� �
�	
 ��
������� 
��#�'(�� 
����
��

� p� O

�A BCOO��p� �
EDGF



p� O�A B �����
ff p� � p� �

EDGF


p�

)���� ����� 	���� A � Fm+ B � Fm+ jat��A � at��B j ) �+ I ) A B�� !���� A �
MCLL�

B ����� �

��
��� �����+ ����� ��$������� ��
���=����� ���� "�����
�������� �
� I�

���������� ����� p�
L�

p � ���p � p n p n p �

���������� ����� *

��
��� 
���$���		�' 
��� 6+������	�	

��� #��
	
�����'(�'� ��

p�
L�

p � ���p � p n p n p �

���������� ����� ���p � p � p O p O p �
MCLL�

p�

���������� ����� D
�� hp� �i � ~A� �
 �p O p � A �
MCLL�

A�

���������� ����� D
�� hp� jjjAjjj� �i � ~A� �
 A� �pO p �
MCLL�

A�

������� ����� 	���� A � Fm+ at��A ) fpg � ��C � f��� �� �g �
� ���) C � SubNF�A � !����
A �

MCLL�
p+ �
� A �

MCLL�
p� p+ �
� A �

MCLL�
pO p�

7 ����� ����� � ��
���� ����� "��#
�����	 ���
#� ������
��		�& 7� @� ��	�	
&� 7 042 
	�
#
+������ ��
 �
�� A �

MCLL�
B� �
 �
� 6����	�� �	
��
��� Var� �
�����'(��
% � A� �
�����'�
%

��+�� � B ��� �
��
���		
� 	�
�
�
� �

)���� ������ 	���� I � Fm�+ h��� ��� � � � � ��ki � ������
�� ���
�������
������ "
������� ���#
������ ~At

� + k � �+ F� ) fh��i� ��i��i j i � kg+ F� ) fh��i��� ��i��i j i � kg� 	���� �
�4% h~��F�i
� h~��F�i ��
����� ��#�
���
�%��+ ���� 
 ) � �
� ���) h�� 
i � F� � ���� 
 ) �� �
� ���)
h�� 
i � F�� !���� �� �) ��k�

5�������
������ ,����#	
� ���� � ) � � ���� 
 ) ��
� � #�% �'��� � � 
�
Y������� ��
 �
�� �� 
� � � ~At

� � � �� 
 �� �� �
 ���� � ) ���� 
 3 ��
� � �
C
+���� ����� �	#�+���& "
 k� B��� �	#�+��� 
����#	� �� �
$
� ��


����� �� ) � �) �� ) ����� �� � *�
��#��� .�$ �	#�+���� *�
�� k 	 �� C
"�
���� 
� "�
���9
	
$
� ��
 �� ) ��k� =�$+
 "�
������� ��
 ���i� �j  i � j �mod � #�% �'��� i � j� f������%
"��#"
�
��	�� �	#�+��� "
������� ��
 �i �) �j "�� � � i � j � �k�

-�+ +�+ h~��F�i � h~��F�i %��%'�
% ��9"��	��	���� �
 	�&#���
% ��+
& �	#�+
 m � �k�
��
 Bt��m� �m�� � f�i j i � �kg ) �� B�� 
$��	���	�% 
�(	

�� �
�	
 
������� ��

� � m � �k � �� ,
�����
% "����	��� "��#"
�
��	�� �	#�+��� + "

��#
������	

��� "
����	9
	
& �#���	��� �m � �m��� ,����#	
� "
�����.��
% $��/� ��9"��	��	�� ,
���

� "�
������� ��

���m��� �m�� ) ��� �m � � �

C�% "�

�
�� "��#"
�
���� ��
m ) � � �� �� ��� ,����#	
� �� �� �� ��� �� �� ��� @	��
$��	
�
�� �� �� ��� �� �� ���

*��!�+ �, �� �� �� � �� �� ��� *�
���
����� 
 ��9"��	��	

��' $��/� h~��F�i�
*��!�+ �, �� �� �� � �� �� ��� 7 
��� ��9"��	��	

�� $��/� h~��F�i ����� �� �� ���

G��#
������	
�
����� �� ) ����� �� � ������ �� 3 ����� ��  ) ��

*��!�+ �, �� �� �� � �� �� ��� 7 
��� ��9"��	��	

�� $��/� h~��F�i ����� �� �� ���
G��#
������	
�

����� �� ) ����� �� � ������ �� 3 ����� ��  ) ��



���������� 11

*��!�+ �, �� �� �� � �� �� ��� ,����#	
�

����� �� ) ����� �� 3 ����� �� 3 ����� �� ) ��

)���� ������ 	���� B � Fm+ F � At+ i �Z� !���� 
������
��% �
����$�� ����
������ 

�i hF� ii � ~At
B +

�ii hF�� jjjBjjj� ii � ~At
B� +

������� ������ -�
� 4�
��
% A � Fm � B � Fm "�����
����% � MCLL�+ �� at��A ) at��B �

5�������
������ *�
�� A �
MCLL�

B � I ) A B�� ,�
�(�% �
��
���		�� 
����
� "
	%��� 
�9

��$���		
& 
��� 6+������	�	

�� + 
����' 	�
#	
6����	�	
$
 at��I � "
������ 
��� 6+������	�	
9

�� h7��A��A�� E�� E�i

C
"�
���� 
� "�
���	
$
� ��
 F � at��A � F �� at��B #�% 	�+
�
�
$
 F � At� G
$��
	


"��#���	�' V�14 � �	
��
��� ~At

A 	�&#���
% 6����	� ��#� hF� �m3 �i ��� hF�� �m3 1i� $#� m �Z�
,�
�	���� 
#�	 �� ��+�� 6����	�
� ����� ��� *

��
�� "

��#
������	

�� 6����	�
� �j � ~At

� �
$#� � � j � �k� �#
�����
�%'(�' �
�
��%� h��i� ��i��i � E� � h��i��� ��i��i � E� #�% �
�� i � k�
� �
�
��' ��k ) ��� A	#�+���& "
 j �
�	
 #
+������ ��
 #�% +��#
$
 j � �k 	�&#���
% ��+
�
��
�
 m � Z� ��
 �j ) hF� �m 3 �i ��� �j ) hF�� �m 3 1i� 7 
��� ����� ����� �j � ~A #�% �
��
j � �k� *
������ ����i� ��i�� ) � � ����i��� ��i�� ) �� #�% �
�� i � k� -�"�� �
�	
 "����	���
����� ����� + "

��#
������	

�� h��� ��� � � � � ��ki� *
������ �� �) ��k� =���� #
+���	��

������� ����� #.� 0� ������&� -�
� A �
MCLL�

B+ �� var�A ) var�B �

������� ������ 	���� A � 4�
��
�+ � p � Var� !���� A � p "�����
����% ����� � ��
���
�����+ ����� at��A ) fpg+ �A ) � � �C � f��� �� �g �
� ���) C � SubNF�A �



���������� 1�

����������

0�2 B�.+
�
+�& 7� G�	��+
���
+
� �
��
��	�� =����+� � �$
 
���	��+� �� =
$���
+�� �

��#
9
��	�%� 7�"� �� ! ��5 Z��+�� �VV1� ! G� ���V��

0�2 j��#+�& @� 7� =�+��� "
 ����������
+
& ��	$��
��+� #�% 
��#�	�
� Zjf� ! Z
�

����
+�5
A�#�����
��
 Zjf� �V���

012 j��#+�& @� 7� E
�����	�� $�������+� � %��+�� ! ��5 Z��+�� �V�1�

0�2 j��#+�& @� 7�� ������+ A� @� <����	�� ����������
+
& ��	$��
��+�� ! ��5 Z��+�� �V�V� !
�V� 
�5 ���

042 ��	�	� 7� @� Z�
��
#��
� �
�
��� 6+������	�	

�� /
���� 	�+
��������	
& ��	�&	
& �
9
$�+�5 8��

��% ���
�� � 8�/�#�� ����������
+
& �
$�+� � ��
��� ��$
����
� �jf� !
�VVV� ! � 
�

0�2 *�	��
 �� >� A
��
��	�� =����+� � /
�����	�� $�������+� �� D���������
���� � �
��
��#
��� ����������� ! �VV4� ! -� �� � 1� ! G� ��V��4��

0�2 *�	��
 �� >� G�	��+
���
+
� �
��
��	�� =����+� � /
�����	�� $�������+� �� YSTMEF: 
G'�
����� � ����� � �
���� �%����
����H� !
��% �������
������ ����
���� � *
# ��#�
A� B� E�#
�
��� 8� G� 8
��
	�+
�� � @� ,� 8��"
��� ! ��5 Z-@ _@+�����	�� "�
�����
/�	#���	����	�� 	��+`� �VV�� ! -� �� ! G� I9�4�I9���

0U2 *�	��
 �� >� *
�	
�� 
�	��+
���
+
$
 �
��
��	�% =����+� �� D���������
���� � �
��
��#
��� ����������� ! �VVV� ! -� 4� � �� ! G� �V1���V�

0V2 *�	��
 �� >� @�
���	�� ��
��� 
���&
�� "
��$��"" 
 #���	��� �� D���������
���� � �
�#
�
����� ����������� ! ����� ! -� �� � �� ! G� �����1��

0��2 *�	��
 @� D�� *�	��
 �� >� -�
��% /
�����	�� %��+
�� ! ��5 A�#9�
 �*A "�� ����	�+
9��9
��������
+
� /9�� �jf� ����� ! U� 
�

0��2 Andr�eka H�� Mikul�as Sz� Lambek calculus and its relational semantics �� Journal of Logic+ Language
and Information� ! �VV�� ! Vol� 1� � �� ! P� ��1��

0��2 Bar9Hillel Y� A quasi9arithmetical notation for syntactic description �� Langugage� ! �V41� !
Vol� �V� ! P� ���4U�

0�12 Bar9Hillel Y�� Gaifman C�� and Shamir E� On categorial and phrase9structure grammars �� Bull�
Res� Council Israel Sect� F� ! �V��� ! Vol� VF� ! P� �����

0��2 Benthem J� van� The semantics of variety in categorial grammar 5 Report U1���� ! Department
of Mathematics� Simon Fraser University� �VU1� ! Reprinted in Categorial Grammar � Editors
W� Buszkowski� W� Marciszewski� and J� van Benthem� ! Amsterdam5 John Benjamin� �VUU� !
P� 1��44�

0�42 Benthem J� van� Semantic parallels in natural language and computation� ! Amsterdam5 Institute
for Logic� Language and Computation� University of Amsterdam� �VUU� ! �4 p� ! �ILLC Prepub9
lication Series� LP�UU��� �

0��2 Benthem J� van� Language in action �� Journal of Philosophical Logic� ! �VUV� ! Vol� ��� !
P� ��4���1�

0��2 Benthem J� van� Semantic parallels in natural language and computation �� Logic Colloquium�
Granada 9F8; � Editors H�9D� Ebbinghaus et al�! Amsterdam5 North9Holland� �VUV� ! P� 11��1�4�

0�U2 Benthem J� van� Language in Action Categories+ Lambdas and Dynamic Logic� ! Amsterdam etc�5
North9Holland� �VV�� ! x� 14� p� ! �Studies in Logic and the Foundations of Mathematics� Vol� �1� �

0�V2 Buszkowski W� Undecidability of some logical extensions of Ajdukiewicz9Lambek calculus �� Studia
Logica� ! �V�U� ! Vol� 1�� ! P� 4V����



���������� 14

0��2 Buszkowski W� Compatibility of categorial grammar with an associated category system ��
Zeitschrift f=ur mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik� ! �VU�� ! Vol� �U� ! P� ��V�
�1U�

0��2 Buszkowski W� Some decision problems in the theory of syntactic categories �� Zeitschrift f=ur math#
ematische Logik und Grundlagen der Mathematik� ! �VU�� ! Vol� �U� ! P� 41V�4�U�

0��2 Buszkowski W� Algebraic models of categorial grammars �� Proceedings of the ;th International
Congress of Logic+ Methodology+ and Philosophy of Science� ! New York5 Plenum Press� �VU4� !
P� ��1�����

0�12 Buszkowski W� The equivalence of unidirectional Lambek categorial grammars and context9free
grammars �� Zeitschrift f=ur mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik� ! �VU4� !
Vol� 1�� ! P� 1�V�1U��

0��2 Buszkowski W� Completeness Results for Lambek Syntactic Calculus �� Zeitschrift f=ur mathematis#
che Logik und Grundlagen der Mathematik� ! �VU�� ! Vol� 1�� ! P� �1��U�

0�42 Buszkowski W� On generative capacity of the Lambek calculus �� Logics in AI 5 European Workshop
JELIA �V�� Amsterdam� The Netherlands� September �VV�� Proceedings � Editor J� van Eijck� !
Berlin etc�5 Springer9Verlag� �VV�� ! P� �1V��4�� ! �Lecture Notes in Computer Science� Vol� ��U�
Lecture Notes in Arti�caial Intelligence �

0��2 Buszkowski W� On the Equivalence of Lambek Categorial Grammars and Basic Categorial Gram#
mars� ! Amsterdam5 Institute for Logic� Language and Computation� University of Amsterdam�
�VV1� ! �� p� ! �ILLC Prepublication Series� LP�V1��� �

0��2 Buszkowski W� Type logics in grammar �� Trends in Logic >6 Years of Studia Logica � Editors
V� F� Hendricks and J� Malinowski� ! Kluwer Academic Publishers� ���1� ! P� 11��1U�� ! �Trends
in Logic� Vol� �� �

0�U2 Carpenter B� Type#Logical Semantics� ! Cambridge etc�5 The MIT Press� �VV�� ! xxi� 4�4 p� !
�Language� Speech� and Communication �

0�V2 Categorial Grammars and Natural Language Structures � Editors R� T� Oehrle� E� Bach� and
D� Wheeler� ! Dordrecht5 Reidel� �VUU�

01�2 Cohen J� M� The equivalence of two concepts of categorial grammar �� Information and Control� !
�V��� ! Vol� ��� ! P� ��4��U��

01�2 Do�sen K� A Completeness Theorem for the Lambek Calculus of Syntactic Categories �� Zeitschrift
f=ur mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik� ! �VU4� ! Vol� 1�� ! P� �14�����

01�2 Do�sen K� Sequent systems and groupoid models �� Studia Logica� ! �VUU� ! Vol� ��� � �� !
P� 141�1U4� �VUV� ! Vol� �U� � �� ! P� ����4� ! Addenda and corrigenda5 �VV�� ! Vol� �V� !
P� ����

0112 Do�sen K� A brief survey of frames for the Lambek calculus �� Zeitschrift f=ur mathematische Logik
und Grundlagen der Mathematik� ! �VV�� ! Vol� 1U� � �� ! P� ��V��U��

01�2 Fuchs L� Partially Ordered Algebraic Systems� ! Oxford5 Pergamon Press� �V�1� ! >�

+�& "���9
�
#5 E�+
 =� �������� ���
�������%� �
���
�������� ������% � *��� 
 �	$�� A� 7� G������9
+
$
� ! ��5 ���� �V�4� ! 1�� 
�

0142 Ginsburg S� The Mathematical Theory of Context#free Languages� ! New York5 McGraw�Hill�
�V��� ! >�

+�& "����
#5 j�	����$ G� '������������� ���
�� ����������#�������%) ��%#
��� � *��� 
 �	$�� @� S� C�+
�
+
$
 � =� G� �
#�	
&� ! ��5 ���� �V��� ! 1�� 
�

01�2 Hendriks H� Studied Flexibility� Categories and Types in Syntax and Semantics5 Ph�D� thesis� !
Amsterdam� �VV1� ! �ILLC Dissertation series� �VV1�4 �

01�2 Hoare C� A� R�� He J� The weakest prespeci�cation �� Fund� Inform� ! �VU�� ! Vol� V� � �� !
P� 4��U�� �VU�� ! Vol� V� � �� ! P� �����4��



���������� 1�

01U2 Kanazawa M� The Lambek calculus enriched with additional connectives �� Journal of Logic+ Lan#
guage and Information� ! �VV�� ! Vol� �� ! P� ��������

01V2 Lallement G� Semigroups and Combinatorial Applications� ! New York etc�5 John Wiley � Sons�
�V�V� ! >�

+�& "����
#5 =������	 �� *
��$��""� � +
���	��
�	�� "���
��	�% � *���

 �	$�� A� ,� 8
�%+
��� ! ��5 ���� �VU4� ! ��� 
�5 ���

0��2 Lambek J� The mathematics of sentence structure �� American Mathematical Monthly� ! �V4U� !
Vol� �4� � 1� ! P� �4������ ! >�

+�& "����
#5 =����+ A� ����������
+
� �

��#
��	��

���+���� "��#�
��	�% �� '������������� 
����������5 G�
�	�+ "����
#
� � *
# ��#�
�� @� ���&#��� � #�� ! ��5 ���� �V��� ! G� ����U�

0��2 Lambek J� On the calculus of syntactic types �� Structure of Language and Its Mathematical Aspects
� Editor R� Jakobson� ! Providence� RI5 Amer� Math� Soc�� �V��� ! �Proc� Symposia Appl� Math��
Vol� �� � ! P� ������U�

0��2 Lambek J� Lectures on Rings and Modules� ! Waltham� Massachusetts� etc�5 Blaisdell� �V��� !
>�

+�& "����
#5 =����+ A� ?�
��� � ����
� � *��� 
 �	$�� @� 7� ���������� ! ��5 ����
�V��� ! �U� 
�

0�12 Lambek J� From categorial grammar to bilinear logic �� Substructural Logics � Editors K� Do�sen
and P� Schroeder9Heister� ! Oxford5 Clarendon Press� �VV1� ! P� �����1�� ! �Studies in Logic
and Computation� � �

0��2 Marcus S� Algebraic Linguistics Analytical Models� ! New York� London5 Academic Press� �V��� !
�Mathematics in Science and Engineering� �V � ! >�

+�& "����
#5 ���+�
 G� -�
����+
9
�	
��
���		�� �
#��� %��+
� � *��� 
 �	$�� �� 7� @��"
��� ! ��5 Z��+�� �V��� ! 11� 
�

0�42 Moortgat M� Categorial Investigations� Logical and Linguistic Aspects of the Lambek Calculus5
Ph�D� thesis� ! Dordrecht5 Foris� �VUU� ! xvii� ��� p�

0��2 Mikul�as Sz� The Completeness of the Lambek Calculus with respect to Relational Semantics� !
Amsterdam5 Institute for Logic� Language and Computation� University of Amsterdam� �VV�� !
�� p� ! �ILLC Prepublication Series� LP�V���1 �

0��2 Mikul�as Sz� Taming Logics5 Ph�D� thesis� ! Amsterdam� �VV4� ! ��1 p� ! �ILLC Dissertation
Series� �VV4��� �

0�U2 Ono H� Semantics for substructural logics �� Substructural Logics � Editors K� Do�sen and
P� Schroeder9Heister� ! Oxford5 Clarendon Press� �VV1� ! P� �4V��V�� ! �Studies in Logic and
Computation� � �

0�V2 Orlowska E� Relational interpretation of modal logics �� Polish Acad� Sci� Inst� Philos� Sociol� Bull�
Sect� Logic� ! �VUU� ! Vol� ��� no� �� ! P� �����

04�2 Pankratiev N� On the completeness of the Lambek calculus with respect to relativized relational
semantics �� Journal of Logic+ Language and Information� ! �VV�� ! Vol� 1� � 1� ! P� �11�����

04�2 Pentus M� Lambek calculus is L#complete� ! Amsterdam5 Institute for Logic� Language and Com9
putation� University of Amsterdam� �VV1� ! 1� p� ! �ILLC Prepublication Series� LP�V1��� �

04�2 Pentus M� Language completeness of the Lambek calculus �� Proceedings of the Fth Annual IEEE
Symposium on Logic in Computer Science5 July ���� �VV�� Paris� France� ! Los Alamitos� California5
IEEE Computer Society Press� �VV�� ! P� �U���V��

0412 Pentus M� The conjoinability relation in Lambek calculus and linear logic �� Journal of Logic+
Language and Information� ! �VV�� ! Vol� 1� � �� ! P� ��������

04�2 Pentus M� Models for the Lambek calculus �� Annals of Pure and Applied Logic� ! �VV4� ! Vol� �4�
� ���� ! P� ��V���1�

0442 Pentus M� Product9free Lambek calculus and context9free grammars �� Journal of Symbolic Logic� !
�VV�� ! Vol� ��� � �� ! P� ��U�����



���������� 1�

04�2 Pentus M� Lambek calculus and formal languages �� Logic Colloquium EF> 5 Proceedings of the
Annual European Summer Meeting of the Association of Symbolic Logic� held in Haifa� Israel�
August V��U� �VV4 � Editors J� A� Makowsky and E� V� Ravve� ! Berlin etc�5 Springer� �VVU� !
P� ��V����� ! �Lecture Notes in Logic� �� �

04�2 Pentus M� Free monoid completeness of the Lambek calculus allowing empty premises �� Logic
Colloquium EF: 5 Proceedings of the colloquium held in San Sebastian� Spain� July V��4� �VV� �
Editors J� M� Larrazabal� D� Lascar and G� Mints� ! Berlin etc�5 Springer� �VVU� ! P� ������V� !
�Lecture Notes in Logic� �� �

04U2 Pentus M� Lambek calculus and formal grammars �� Provability+ Complexity+ Grammars �
L� D� Beklemishev� M� Pentus� N� K� Vereshchagin� ! American Mathematical Society� �VVV� !
P� 4��U�� ! �American Mathematical Society Translations� Series �� Vol� �V� �

04V2 Pentus M� Lambek calculus is NP#complete� ! New York5 CUNY Graduate Center� ���1� !
�� p� ! �CUNY Ph�D� Program in Computer Science Technical Report� TR9���1��4 � !
http���www�cs�gc�cuny�edu�tr�techreport�php�id����

0��2 Pentus M� Characterization of atomicity in Lambek calculus and bilinear logic �� Language and
Grammar Studies in Mathematical Linguistics and Natural Language � Editors C� Casadio�
P� J� Scott� and R� A� G� Seely� ! CSLI Publications� �VVU�! P� 44���� ! �CSLI Lecture Notes� ��� �

0��2 Roorda D� Resource Logics Proof#theoretical Investigations5 Ph�D� thesis� ! Amsterdam� �VV�� !
�1U p�

0��2 Roorda D� Interpolation in fragments of classical linear logic �� The Journal of Symbolic Logic� !
�VV�� ! Vol� 4V� � �� ! P� ��V�����

0�12 Sch�utte K� Der Interpolationssatz der intuitionistischen Pr�adikatenlogik �� Mathematische An#
nalen� ! �V��� ! Vol� ��U� ! P� �V������

0��2 Yetter D� N� Quantales and noncommutative linear logic �� Journal of Symbolic Logic� ! �VV�� !
Vol� 44� � �� ! P� ������

0�42 Zielonka W� Axiomatizability of Ajdukiewicz�Lambek calculus by means of cancellation schemes ��
Zeitschrift f=ur mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik� ! �VU�� ! Vol� ��� � 1� !
P� ��4�����



���������� 1U

+������
��

� ����2����( 	 
������� �

� 8�	�%$��4���9��� �	!�	����� �

� *�%$��4���9��� �	!�	����� �
1�� ,"��#���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1
1�� f
���	��

�� 
���	�% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
1�1 *�

��� ��
����+
9#
+�������
���		�� 
�
&
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� .������( �	!�	����3 )��"�%� �
��� A
��
��	�� =����+� 
 
#	�� "�������	�� ��"
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� <����	���	�� /��$��	�� �
��
��	�% =����+� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��1 8
	
�������	�� ��
.���	�% �
��
��	�% =����+� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � U
��� A
��
��	�� =����+� 
 �#�	���& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � U
��4 C
�����	�� 
���+���	�� "����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � U
��� Z��


������	
� �
��
��	�� =����+� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � V

� ��
��� �	!�	����3 )��"�%� �

� *$�+	�$� �	!�	����3 )��"�%� ��

� 5�������%� ��

� 8�%��������$��3 ����+��3 ��2�%� ��
U�� ,"��#���	�� �
��
��	�% MCLL � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1
U�� A
��
��	�� ��� "������ ��+����
+
& "���
��	
�+� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4
U�1 A	�����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �4
U�� 8
	
�������	

�� 	�# �
��
��	��� =����+� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
U�4 A	���"������% /
���� MCLL � 
�
�
#	
& $��""� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
U�� -
	+�� 
�+��	��� � �
��
��	�� MCLL � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
U�� A	���"
�%��% � MCLL � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
U�U j�������+�� 

	
��		�� 	� �
��
��	�� MCLL � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �U

� *��� 
�%�'����9	�$� ��

�� *��� :%$�$�������	�� ��

)��������� ��


