
ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n × n Ó ËÏÜÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ aij.åÅ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ �Ï ×ÓÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{1; 2; : : : ; n} �ÒÏÚ×ÅÄÅÎÉÊ a1�(1)a2�(2) : : : an�(n)(× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù, ×ÓÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÅÒÕÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁ-ËÏÍ �ÌÀÓ).�ÅÏÒÅÍÁ 1. úÁÄÁÞÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� #P-�ÏÌÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ËÌÁÓÓÕ #P ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÔÒÕÄ-ÎÏÓÔØ, Ó×ÅÄÑ #P-�ÏÌÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ #CNF Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï �ÅÒÍÁÎÅÎÔÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: �ÏÄÓÞÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏËÒÙÔÉÊÇÒÁÆÁ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. äÁÎËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ (×ÏÚÍÏÖÎÏ Ó �ÅÔÌÑÍÉ), × ËÏÔÏÒÏÍ ×Ù-ÄÅÌÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, �ÒÉÞÅÍ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ �ÁÒÙ (�ÁÒÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÄÕÇÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÍÉ). ðÏËÒÙÔÉÅÍ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÕÇ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ× ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÇÒÁÆÁ ×ÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÄÕÇÁ É ×ÙÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁÄÕÇÁ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÄÕÇ × �ÏËÒÙÔÉÅ ×ÈÏÄÉÔÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÄÕÇÁ.íÙ ÓÎÁÞÁÌÁ Ó×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÕ #CNF Ë �ÏÄÓÞÅÔÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏËÒÙÔÉÊÇÒÁÆÁ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ Ó×ÅÄÅÍ Ë �ÅÒÍÁÎÅÎÔÕ.ó×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ #CNF Ë ÚÁÄÁÞÅ �ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏËÒÙ-ÔÉÊ ÇÒÁÆÁ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉðÕÓÔØ ÄÁÎÁ 3-ëîæ C1∧ · · ·∧Cm. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆÓ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; m ÚÁ×ÅÄÅÍÓ�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Mi, Ó ÔÒÅÍÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ a; b; 
 (ÓÍ. òÉÓ. ).üÔÏÔ ÇÒÁÆ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: (1) Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ �Ï-ËÒÙÔÉÑ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÇÏ ×ÓÅ ÔÒÉ ÄÕÇÉ a; b; 
 É (2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á I ⊂ {a; b; 
} ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ �ÏËÒÙÔÉÅ, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÅÅ ×ÓÅ ÄÕÇÉ ÉÚ I É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÄÕÇÉ ×ÎÅ I. ÷ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÕÇÉ�ÏÍÅÔÉÍ ÌÉÔÅÒÁÌÁÍÉ, ×ÈÏÄÑÝÉÍÉ × Ci. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ x ÚÁ×ÅÄÅÍ ÇÒÁÆ Hx, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ u; v, ÄÕÇÉ ÉÚu × v É Ä×ÕÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÕÔÅÊ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. ðÅÒ×ÙÊÉÚ ÎÉÈ ÎÁÚÏ×ÅÍ 0-�ÕÔÅÍ, ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ1



òÉÓ. 1. çÒÁÆ M .
ÌÉÔÅÒÁÌÁ �x, ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÅÓÔØ, É ÒÁ×ÎÁ 1 ÉÎÁÞÅ. ÷ÔÏÒÏÊ �ÕÔØÎÁÚÏ×ÅÍ 1-�ÕÔÅÍ, ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÌÉÔÅÒÁ-ÌÁ x × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÅÓÔØ, É ÒÁ×ÎÁ 1 ÉÎÁÞÅ.äÏÂÁ×ÉÍ �Ï �ÅÔÌÅ × ËÁÖÄÕÀ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ 0- É 1-�ÕÔÉ.óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÄÕÇÁÍ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× C1; : : : ; Cm, �ÏÍÅÞÅÎÎÙ-ÍÉ ÌÉÔÅÒÁÌÏÍ x ÄÕÇÉ 1-�ÕÔÉ ÇÒÁÆÁ Hx ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÙÍ ÄÕÇÁÍ ÂÙÌÉÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÒÁÚÎÙÅ. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÄÅÌÁÅÍ ÄÌÑ ÄÕÇ ÉÚ 0-�ÕÔÉ. ïÂßÑ×ÉÍÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÄÕÇÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ.çÒÁÆ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× M1; : : : ;Mm, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÉÚßÀÎË�ÉÑÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, É ÇÒÁÆÏ× Hx, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÅÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ. üÔÉ ÇÒÁÆÙ ÎÉËÁË ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏ-ÂÏÊ (ÒÏÌØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÉÇÒÁÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÄÕÇÁÈ). ëÁÖÄÏÍÕ×Ù�ÏÌÎÑÀÝÅÍÕ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏËÒÙÔÉÅ: × ËÁ-ÖÄÏÍ ÇÒÁÆÅ Hx ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÄÕÇÕ ÉÚ u × v, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÄÕÇÉ 0-�ÕÔÉ, ÅÓÌÉx = 0, É ×ÓÅ ÄÕÇÉ 1-�ÕÔÉ, ÅÓÌÉ x = 1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞ-ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏÓÑ �ÕÔÉ ÉÚ v × u ×ÙÂÉÒÁÅÍ ×ÓÅ �ÅÔÌÉ. ðÏÓËÏÌØËÕÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ, × ËÁÖÄÏÍ ÇÒÁÆÅ Mi ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÕÇ�ÏÍÅÞÅÎÁ ÉÓÔÉÎÎÙÍ ÌÉÔÅÒÁÌÏÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÅÇÏ �Ï-ËÒÙÔÉÅ, ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÝÅÅ ×ÓÅÈ ÄÕÇ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ ÌÉÔÅÒÁÌÁÍÉ,É ×ËÌÀÞÁÀÝÅÅ ×ÓÅ ÄÕÇÉ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÌÏÖÎÙÍÉ ÌÉÔÅÒÁÌÁÍÉ.ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ×Ù�ÏÌÎÑÀÝÉÍÉ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑÍÉ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ É �ÏËÒÙÔÉÑÍÉ ÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ (Á �ÏÜÔÏÍÕËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏËÒÙÔÉÊ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÆÏÒÍÕÌÙ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏËÒÙ-ÔÉÅ ÇÒÁÆÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÍÙ ÏÂÑÚÁÎÙ ×ËÌÀÞÉÔØ × ÎÅÇÏ ÄÕÇÕ(u; v). éÚ v ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÄÕÇÉ (ÎÁÞÁÌÏ 0-�ÕÔÉ É ÎÁÞÁÌÏ 1-�ÕÔÉ). ÷ÙÂÏÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÕÇ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁÍ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.2



åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÎÁ ÄÕÇÁ ÉÚ 0-�ÕÔÉ, ÔÏ ÍÙ ÏÂÑÚÁÎÙ ×ÙÂÒÁÔØ É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅÄÕÇÉ ÉÚ 0-�ÕÔÉ, É ÎÅ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÄÕÇÉ ÉÚ 1-�ÕÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ×�ÏËÒÙÔÉÅ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ ×ÓÅ ÄÕÇÉ ÇÒÁÆÏ×Mi, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ ÌÉÔÅÒÁ-ÌÁÍÁ, É ×ÈÏÄÑÔ ×ÓÅ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÕÇÉ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÌÏÖÎÙÍÉ ÌÉÔÅÒÁÌÁÍÉ.ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÇÒÁÆÁ Mi × �ÏËÒÙÔÉÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ×ÈÏÄÉÔØ ×ÓÅ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÄÕ-ÇÉ Mi, �ÏÜÔÏÍÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÅÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÁÑ ÄÕÇÁ �ÏÍÅÞÅÎÁ ÉÓÔÉÎÎÙÍÌÉÔÅÒÁÌÏÍ.îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ Ó×ÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ ÓÓÉÍÍÅÔÒÉÞÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ Ë �ÅÒÍÁÎÅÎÔÕ. üÔÏ Ó×ÅÄÅÎÉÅ Ï�ÑÔØ ×Ù�ÏÌÎÉÍ Ó�ÏÍÏÝØÀ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ, ËÁ-ÖÄÏÊ ÄÕÇÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÓ×ÏÅÎÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ×ÅÓÏÍ. ÷ÅÓÏÍ�ÏËÒÙÔÉÑ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ×ÅÓÏ× ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ ÄÕÇ. ðÒÏ-ÍÅÖÕÔÏÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÄÓÞÅÔÅ ÓÕÍÍÙ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÄÕÇ.ó×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ Ë ÚÁÄÁÞÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ ×ÅÓÁ �ÏËÒÙÔÉÊÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÄÕÇ.çÒÁÆ ÂÅÚ ×ÅÓÏ× ÎÁ ÄÕÇÁÈ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÇÒÁÆÁ Ó ×ÅÓÁÍÉ(×ÓÅ ×ÅÓÁ ÒÁ×ÎÙ 1). îÁÍ ÎÁÄÏ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÄÕÇ �ÅÎÏÊ××ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅÓÏ×. âÕÄÅÍ ÉÚÂÁ×ÌÑÔØÓÑ ÏÔ �ÁÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈÄÕÇ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ.ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÇÒÁÆ G Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ É Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ×Å-ÓÁÍÉ ÎÁ ÄÕÇÁÈ. íÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÁ ÏÄÎÕ �ÁÒÕÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÄÕÇ ÍÅÎØÛÅ, É ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ �ÏËÒÙÔÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÏ×ÎÏ × 
ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ (
 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ).äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÉÒÁÅÍ × G ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÄÕÇ (u; v) É (s; t),ÕÄÁÌÑÅÍ ÉÈ É ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ K Ó Ä×ÕÍÑ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a 6= b. úÁÔÅÍ �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÄÕÇÉ (u; a) (b; v) (t; b)(a; s). ÷ÅÓÁ ×ÓÅÈ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÄÕÇ (ËÒÏÍÅ ÄÕÇ ÉÚ ÇÒÁÆÁ K) ÒÁ×ÎÙ 1 (ÓÍ.ÒÉÓ. ).çÒÁÆ K ÂÕÄÅÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(Á) ïÂÝÉÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ K ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.(Â) ïÂÝÉÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ K \ {a} ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ (ÉÚ ÇÒÁÆÁ KÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ a É ×ÓÅ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÅ ÅÊ ÄÕÇÉ).(×) ïÂÝÉÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ K \ {b} ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.3



òÉÓ. 2. õÄÁÌÅÎÉÅ ÄÕÇ. ä×Å ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÄÕÇÉ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÆ K.
u v u v

Ka
b

s t
s t(Ç) ïÂÝÉÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ K \ {a; b} ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.(Ä) îÁÚÏ×ÅÍ a-b-�ÏËÒÙÔÉÅÍ K ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÄÕÇ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÂÁ-×ÌÅÎÉÉ Ë ÎÅÍÕ ÎÏ×ÏÊ ÄÕÇÉ ÉÚ b × a �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏËÒÙÔÉÅ K. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ,ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ a-b-�ÏËÒÙÔÉÊ K É ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ b-a-�ÏËÒÙÔÉÊ K ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ 
.íÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÚÖÅ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÄÌÑ 
 = 4. á ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÅÓÌÉ ÇÒÁÆ K ÏÂÌÁÄÁÅÔ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ H × 
 ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ�ÏËÒÙÔÉÊ G.ëÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ �ÏËÒÙÔÉÑ ÇÒÁÆÁ H ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:(1) ðÏËÒÙÔÉÑ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÕÇ (u; a), (b; v), (t; b), (a; s).(2) ðÏËÒÙÔÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÕÇÉ (u; a), (a; s) É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÕÇ (b; v)É (t; b).(3) ðÏËÒÙÔÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÕÇÉ (t; b), (b; v) É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÕÇ (u; a)É (a; s).(4) ðÏËÒÙÔÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ×ÓÅ ÄÕÇÉ (u; a), (b; v), (t; b), (a; s).(5) ðÏËÒÙÔÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÕÇÉ (u; a), (b; v) É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÕÇ (t; b),(a; s).(6) ðÏËÒÙÔÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÕÇÉ (t; b), (a; s) É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÕÇ (u; a)É (b; v).äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÎÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ�ÏËÒÙÔÉÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÉËÌÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÉËÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÅÒÛÉ-ÎÕ a. üÔÏÔ �ÉËÌ ÌÉÂÏ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÕÇ (u; a) É (a; s) ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÌÉÂÏ ÏÂÅ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÉËÌ ×ÈÏÄÉÔ × ÇÒÁÆK �Ï ÄÕÇÅ (u; a) É ×ÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ÎÅÇÏ �Ï ÄÕÇÅ (b; v) (×ÁÒÉÁÎÔ (5)) ÉÌÉ ×ÈÏ-ÄÉÔ × ÎÅÇÏ �Ï ÄÕÇÅ (t; b) É ×ÙÈÏÄÉÔ �Ï ÄÕÇÅ (a; s) (×ÁÒÉÁÎÔ (6)). ðÅÒ×ÙÊÓÌÕÞÁÊ ÍÏÖÅÔ ÓÏÞÅÔÁÔØÓÑ Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙb (×ÁÒÉÁÎÔ (1)), ÌÉÂÏ Ó ÔÒÅÔØÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎÙ b (×ÁÒÉÁÎÔ (3)).�ÒÅÔÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÁËÖÅ ÄÁÅÔ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ | (2) É (4).ïÂÝÉÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÔÉ�Á (1) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁ-ÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÏËÒÙÔÉÅ ÇÒÁÆÁ K É �ÏËÒÙÔÉÅ4



ÇÒÁÆÁ G′, ÇÄÅ G′ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ G ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÄÕÇ (u; v)É (s; t). ðÏÜÔÏÍÕ �ÏËÒÙÔÉÑ ÇÒÁÆÁ H ÜÔÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÍÉ (�ÏËÒÙÔÉÅ K, �ÏËÒÙÔÉÅ G′).ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÓ ÌÀÂÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÇÒÁÆÁ H ÔÉ�Á (1) ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ×ÅÓÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÝÅÊ �ÁÒÙ �ÏËÒÙÔÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ÔÁËÉÈ�ÏËÒÙÔÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ ×ÅÓÁ �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁ-ÆÁ K É ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ ×ÅÓÁ �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ G′. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (Á) ÇÒÁÆÁ K�ÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, Á ÚÎÁÞÉÔ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÔÉ�Á (2) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÏËÒÙÔÉÅ ÇÒÁÆÁK \ {a} É �ÏËÒÙÔÉÅ ÇÒÁÆÁ G′ ∪{a} (ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë G′×ÅÒÛÉÎÙ a É ÄÕÇ (u; a), (a; s)). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ÔÁËÉÈ �ÏËÒÙÔÉÊ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÕÍÍÁÒÎÙÈ ×ÅÓÏ× �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ K \ {a} É�ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ G′∪{a}. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (Â) ÇÒÁÆÁ K �ÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, Á ÚÎÁÞÉÔ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÔÉ�Ï× (3)É (4) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. äÌÑ �ÏËÒÙÔÉÊ ÔÉ�Á (3) ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (×) ÇÒÁÆÁK, ÄÌÑ �ÏËÒÙÔÉÊ ÔÉ�Á (4) | Ó×ÏÊÓÔ×Ï (Ç).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ H,ÍÏÖÎÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÔÉ�Ï× (5) É (6).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÏËÒÙÔÉÑ ÔÉ�Á (5). ðÏËÒÙÔÉÑ ÜÔÏ ÔÉ�Á ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÍÉ (a-b-�ÏËÒÙÔÉÅ K;b-a-�ÏËÒÙÔÉÅ G′ ∪ {a; b}). ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÓ �ÏËÒÙÔÉÑ ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ×ÅÓÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÝÅÊ �ÁÒÙ �ÏËÒÙÔÉÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ H ÔÉ�Á (5) ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ ×ÅÓÁ×ÓÅÈ a-b-�ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ K É ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ ×ÅÓÁ ×ÓÅÈ b-a-�ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁG′ ∪ {a; b}. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (Ä) ÇÒÁÆÁ K �ÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 
.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÔÉ�Á (6).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ H ÒÏ×ÎÏ × 
 ÒÁÚ ÂÏÌØ-ÛÅ, ÞÅÍ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ b-Á-�ÏËÒÙÔÉÊ É a-b-�ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ G′ ∪
{a; b}. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÏËÒÙÔÉÑÍÉ ÇÒÁÆÁ G É b-Á- É a-b-�ÏËÒÙÔÉÑÍÉ ÇÒÁÆÁ G′ ∪
{a; b}. åÓÌÉ × ÄÁÎÎÏÍ �ÏËÒÙÔÉÉ ÇÒÁÆÁ G ÅÓÔØ ÄÕÇÁ (u; v), ÔÏ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅÅÅ ÎÁ ÄÕÇÉ (u; a) É (b; v) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ b-a-�ÏËÒÙÔÉÅ ÇÒÁÆÁ G′ ∪ {a; b} ÔÏÇÏÖÅ ×ÅÓÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÄÕÇÕ(s; t), ÉÚÇÏÔÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ a-b-�ÏËÒÙÔÉÅ ÇÒÁÆÁ G′ ∪ {a; b}.5



ó×ÅÄÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ×ÅÓÁ �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÈ ÄÕÇ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï �ÅÒÍÁÎÅÎÔÅ.íÙ Ó×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ ×ÅÓÁ �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÄÕÇ Ë ÚÁÄÁÞÅ �ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ËÒÁÔ-ÎÙÈ ÄÕÇ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÚÁÄÁÞÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÚÁÄÁÞÅ Ï �ÅÒÍÁÎÅÎÔÅ. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÂÕÌÅ×Õ ÍÁÔÒÉ�Õ (aij) ÒÁÚÍÅÒÁn×n (ÇÄÅ n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ), ÇÄÅ aij = 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÉÍÅÅÔÓÑ ÄÕÇÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ i × ×ÅÒÛÉÎÕ j. ðÅÒÍÁÎÅÎÔ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �ÏËÒÙÔÉÊ ÇÒÁÆÁ.óÄÅÌÁÅÍ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÏÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ. ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÆÙ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ (ÎÏ ÂÅÚËÒÁÔÎÙÈ ÄÕÇ) É ÍÁÔÒÉ�Ù Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ: aij ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÕ ÄÕÇÉ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ i × ×ÅÒÛÉÎÕ j. ðÅÒÍÁÎÅÎÔ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÕÄÅÔÒÁ×ÅÎ ÏÂÝÅÍÕ ×ÅÓÕ ×ÓÅÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. çÏ×ÏÒÑ ÑÚÙËÏÍ ÍÁ-ÔÒÉ�, ÍÙ Ó×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÅÌÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù.(úÁÍÅÔÉÍ × ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ËÒÁÔÎÙÅ ÄÕÇÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÏÄÎÕ ÄÕÇÕ Ó×ÅÓÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÓÕÍÍÅ ÉÈ ×ÅÓÏ× | ÎÁ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ �ÏËÒÙÔÉÊ ÜÔÁ ÚÁÍÅÎÁÎÅ �Ï×ÌÉÑÅÔ.)éÔÁË, �ÕÓÔØ ÄÁÎ ÇÒÁÆ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ. óÎÁÞÁÌÁ ÓÄÅ-ÌÁÅÍ ×ÓÅ ×ÅÓÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ �Ï-ËÒÙÔÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N = n!×(�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ×ÓÅÈ ×ÅÓÏ×). þÉ-ÓÌÏ N ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �Ï ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.úÁÍÅÎÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅÓ w ÎÁ ×ÅÓ N + w. üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ, ÎÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÅÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁN . ðÏÜÔÏÍÕ, ÚÎÁÑ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ �ÏËÒÙÔÉÊ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍÎÁÊÔÉ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (×ÚÑ× ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ N).éÔÁË, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅÓÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. �Å�ÅÒØÄÏÂØÅÍÓÑ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ×ÅÓÁ ÂÙÌÉ ÓÔÅ�ÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ. ðÕÓÔØ u; v ÌÀÂÁÑ �ÁÒÁ×ÅÒÛÉÎ. òÁÚÌÏÖÉÍ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ w ×ÓÅÈ ÄÕÇ ÉÚ u × v × ÓÕÍÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÅÊÄ×ÏÊËÉ: w = 2i+2j+ : : : , É ÚÁÍÅÎÉÍ ×ÓÅ ÉÈ ÎÁ ÎÏ×ÙÅ ÄÕÇÉ ×ÅÓÏ× 2i; 2j; : : : .úÁÔÅÍ ÓÄÅÌÁÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ×ÅÓÁ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ 1 ÉÌÉ 2. äÌÑ ÜÔÏ-ÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÄÕÇÕ ×ÅÓÁ ab ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÕÔØ ÄÌÉÎÙ 2, ×ËÏÔÏÒÏÍ �ÅÒ×ÁÑ ÄÕÇÁ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ a, ×ÔÏÒÁÑ ×ÅÓ b É ÉÍÅÅÔÓÑ �ÅÔÌÑ × �ÒÏ-ÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ �ÕÔÉ. ðÏËÒÙÔÉÑ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÄÕÇÉ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÏËÒÙÔÉÑÍ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÅÔÌÑ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ �ÏËÒÙÔÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÏËÒÙÔÉÑÍ, × ËÏÔÏÒÙÈ6



òÉÓ. 3. çÒÁÆ K.
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�ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÏÍÕ �ÕÔÉ.ðÏÌÕÞÉÌÓÑ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ÄÕÇ Ó ×ÅÓÁÍÉ 1 É 2. ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÂßÑÓÎÉÔØ,ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ Ó ÄÕÇÁÍÉ ×ÅÓÁ 2. ëÁÖÄÕÀ ÔÁËÕÀ ÄÕÇÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÏÄÎÕÄÕÇÕ (×ÅÓÁ 1) É �ÕÔØ ÄÌÉÎÙ 2 Ó �ÅÔÌÅÊ × �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ.ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÇÒÁÆ K, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å. ïÎÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ (ÒÉÓ. ). ÷ÓÅ ÎÅÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÅÓÁ × ÇÒÁÆÅ K ÒÁ×ÎÙ1. ÷ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁM | ÔÒÉ ×ÎÅÛÎÉÈ ÒÅÂÒÁ. çÒÁÆÕ K ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á








0 −1 1 −10 0 1 31 1 −1 10 2 1 1 





÷ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÁÆÁ K ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: (Á) �ÅÒ-ÍÁÎÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ; (Â) �ÅÒÍÁÎÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÅÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ; (×) �ÅÒÍÁÎÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÅÚ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏ-ËÉ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ; (Ç) �ÅÒÍÁÎÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÅÚ �ÅÒ×ÏÊ É×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏË É �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ; (Ä) �ÅÒÍÁÎÅÎÔÍÁÔÒÉ�Ù ÂÅÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏË, Á ÔÁËÖÅ �ÅÒÍÁÎÅÎÔ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù ÂÅÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÒÁ×ÎÙ 4.
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