
�ÒÕÄÎÙÅ ÄÌÑ ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ ÚÁÄÁÞÉ(ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ Average 
ase 
omplexityìÅ×ÉÎÁ)î.ë. ÷ÅÒÅÝÁÇÉÎMar
h 24, 20091 þÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÏÓÔÁ ÄÌÑ ÔÉ-�ÉÞÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ?ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÎÅËÏÔÏÒÁÑÆÕÎË�ÉÑ A ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× � × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {0; 1}.éÇÒÁ ÍÅÖÄÕ úÁÇÁÄÞÉËÏÍ (Challenger) É ïÔÇÁÄÞÉËÏÍ (Solver) ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ Ä×ÕÈ ÈÏÄÏ×. ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÉÔ ú, ×ÙÂÉÒÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×Ï�ÒÏÓ x ∈ �, ÚÁÔÅÍÈÏÄÉÔ ï, ÕËÁÚÙ×ÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ y = 0; 1. ï ×ÙÉÇÒÁÌ, ÅÓÌÉ y = A(x).÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× P, BPP, ÁÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ËÌÁÓÓÁ �ÒÏÓÔÙÈ × ÔÉ�ÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ï ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ × ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ, ÏÄÎÁËÏÜÔÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. åÓÌÉï ÉÍÅÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ (�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ P).ðÕÓÔØ p �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ 1. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓ�ÅÈÁ p, ÅÓÌÉ ï ÉÍÅÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÕÀ ×ÙÉÇÒÙÛ Ó ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ p. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ R, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ×ÈÏÄ �ÏÌÕÞÁÅÔ x É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ ÄÌÉÎÙ x ×ÒÅÍÑ (�ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÉÓÈÏÄÁÈ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÍÏÎÅÔÏË), �ÒÉÜÔÏÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ R(x) = A(x) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ p.ìÀÂÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓ�ÅÈÁ 1/2 (ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÑ ï ×ÙÄÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÂÉÔ). åÓÌÉ ÖÅ p > 1=2, ÔÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË, É1



ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓ BPP (ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ p).ïÓÎÏ×ÎÙÍ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ úÁÇÁÄÞÉËÁ. íÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ Õ ïÔÇÁÄÞÉËÁ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÞÅÎØ ÒÅÄ-ËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÈÏÄÏ×, �ÒÉÞÅÍ ×ÈÏÄÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏÎÁÊÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ). �ÏÇÄÁ ÔÁËÁÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ï ÂÕÄÅÔ ÏÂÙÇÒÙ×ÁÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ úÁ-ÇÁÄÞÉËÁ. óËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ,ÞÅÍ ÉÍÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÒÅÍÑ úÁÇÁÄÞÉËÁ.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÉÇÒÏËÁ �ÏÌÕÞÁÀÔ ÎÁ ×ÈÏÄ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ �ÁÒÁ-ÍÅÔÒ n, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ úÁÇÁÄÞÉËÁ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔn ×ÒÅÍÑ: ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄ ÞÉÓÌÏ n × ÕÎÁÒÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ É ×ÙÄÁÅÔÎÁ ×ÙÈÏÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ x ∈ �.çÅÎÅÒÁÔÏÒÙ �ÒÉÍÅÒÏ×ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ úÁÇÁÄÞÉËÁÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÍÉ �ÒÉÍÅÒÏ×. �Ï ÅÓÔØ, ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ �ÒÉÍÅÒÏ×| ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ G, ËÏÔÏÒÙÊ, �ÏÌÕÞÉ× ÎÁ ×ÈÏÄ ÌÀÂÏÅÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n (× ÕÎÁÒÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ) ×ÙÄÁÅÔ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ n, ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï x ∈ �. ðÒÉ ÌÀÂÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÁÈ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ G ÄÏÌÖÅÎ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ n×ÒÅÍÑ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �n, �ÏÌÕÞÁ-ÅÍÏÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ G. �Ï ÅÓÔØ, �n(x) ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁ ×ÈÏÄÅ n ×ÙÄÁÓÔ x. óÅÍÅÊÓÔ×Ï �n ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ �ÒÉÍÅÒÏ×, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ"ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÙÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ". (÷ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÏÞÅÎØ �Ï-ÈÏÖÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ "samplable distributions". òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �(Á ÎÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ samplable, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÅÚ ×ÈÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ×ÒÅÍÑÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÄÌÉÎÙ Ó×ÏÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ É ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �.)ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ ïÔÇÁÄÞÉËÁÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄÞÉÓÌÏ n × ÕÎÁÒÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ É ÓÌÏ×Ï x É ×ÙÄÁÅÔ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ (ÏÔ n É2



ÄÌÉÎÙ x) ×ÒÅÍÑ 0 ÉÌÉ 1.òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉðÁÒÙ (A; �n), ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ A É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÏÇÏ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �n ÎÁ ÅÅ ×ÈÏÄÁÈ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ.íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÌÑ ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÌÁÂÏÅ É ÓÉÌØÎÏÅ, É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÍÓÑ ÓÌÁÂÙÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ.óÉÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÌÑ ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ S, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ×ÈÏÄ �ÏÌÕÞÁÅÔ Ä×Á ÞÉÓÌÁ n; k É ÓÌÏ×Ï x É ÚÁ �Ï-ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ n + k + |x| ×ÒÅÍÑ ×ÙÄÁÅÔ 0 ÉÌÉ 1, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ nÓ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 − 1=k ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ S(1n; 1k; x) = A(x) (�ÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �n ÎÁ x É �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁ ÉÓÈÏÄÁÈÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ S).óÌÁÂÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ �ÒÏ-ÓÔÏÊ ÄÌÑ ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ q(n) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ S ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n Ó ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1−1=q(n) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ S(1n; x) = A(x) (�Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÀ �n ÎÁ x É �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁ ÉÓÈÏÄÁÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈÂÒÏÓÁÎÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ S).åÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �ÒÏÓÔÁ, ÔÏ ÏÎÁ �ÒÏÓÔÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØÁÌÇÏÒÉÔÍ S ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ. �ÏÇÄÁÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ q(n) ÁÌÇÏÒÉÔÍ S(1n; 1q(n); x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÙÍ É ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ A Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1=q(n) �ÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �n.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ A �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ BPP, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �n, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (A; �n) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ�ÒÏÓÔÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ S, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÈÏÄÁ x ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ A(x) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1/3. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ S(x) ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(log k)ÒÁÚ É ×ÙÄÁ×ÁÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÍÅÎØÛÅ 1=k (ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÈÏÄÅ x). ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÒÅÍÑ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ O(log k ·poly(|x|)), ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÍÅÎØÛÅ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏpoly(k; |x|).ðÒÉÍÅÒ: �ÕÓÔØ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊÇÒÁÆ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× �ÉËÌ, Á ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ Ó n3



×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ n(n−1)=2 ÒÅÂÅÒ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ Ó ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØÀ 1/2 É ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ). üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ�ÒÏÓÔÏÊ ÄÌÑ ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ (Ñ ÎÅ ÚÎÁÀ, ËÁË ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ).2 �ÒÕÄÎÙÅ ÄÌÑ ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ ÚÁÄÁÞÉó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞíÙ ÈÏÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (A; �n)Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ (B; �n). èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ Õ×ÁÖÁÌÏ �ÒÏÓÔÏÔÕ (ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÏÓÔÏÊÚÁÄÁÞÅ B, ÔÏ ÏÎÁ ÔÏÖÅ �ÒÏÓÔÁ) É ÂÙÌÏ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÍ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ.çÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÏÂÙÞÎÁÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ (Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ëÁÒ�Á):A Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ B, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊÆÕÎË�ÉÉ f ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ A(x) = B(f(x))?åÓÌÉ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ, ÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ. ðÒÉÞÉÎÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ f ÍÏÖÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÁÔØ ×ÈÏÄÙ ÓÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �) ×Ï ×ÈÏÄÙ Ó ÍÁÌÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �). íÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÈÏÄ x, ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ,ÂÌÉÚËÕÀ Ë 1, ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ×Ï ×ÈÏÄ f(x), ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÕÀË ÎÕÌÀ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ B ÍÏÖÅÔ ×ÙÄÁ-×ÁÔØ ÎÁ ×ÈÏÄÅ f(x) ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ (0 ÉÌÉ 1 Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ).ïÛÉÂËÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1/2 ÎÁ ÜÔÏÍ ×ÈÏÄÅ ÍÁÌÏ �Ï×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÕÓ�ÅÈÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ f(x) ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ.á ÎÁÍ ÏÔ×ÅÔ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÍÙ É ÓÁÍÉÍÏÇÌÉ �ÏÄÂÒÏÓÉÔØ ÍÏÎÅÔËÕ).ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÚÁ�ÒÅÔÉÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f ÏÔÏÂÒÁÖÁÔØ ×ÈÏÄÙ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ×Ï ×ÈÏÄÙ Ó ÍÁÌÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ �ÏÔÒÅÂÕÅÍ,ÞÔÏÂÙ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ � × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÍÁÖÏÒÉÒÏ×ÁÌÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ f �ÒÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ � ÎÁ ÅÅ ×ÈÏÄÁÈ.üÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f(�n) É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËf(�n)(y) = �n{x | f(x) = y}:óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n, ÅÓÌÉÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× p(n); q(n) ≥ n É ÄÌÑ ×ÓÅÈ n; x ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ�n(x) ≤ p(n)�q(n)(x):4



òÁÚÒÅÛÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ f ÔÁËÖÅ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ n. éÔÁË, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁ-ÌÏÇÁ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ëÁÒ�Á ÔÁËÏ×Ï. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (A; �n) Ó×ÏÄÉÔÓÑ�Ï ëÁÒ�Õ Ë ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ (B; �n), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, A(x) = B(f(1n; x))ÄÌÑ ×ÓÅÈ n; x É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ f(1n; �n) ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �n. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ëÁÒ�Á ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ�ÒÏÓÔÏÔÕ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ. (äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ.)îÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅúÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n, ÔÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (A; �n) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ (A; �n) (�ÏÌÏÖÉÍ f(1n; x) ≡x). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÚÁÄÁÞÉ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÁÍÁÑ ÔÒÕÄÎÁÑ ÅÅ ÒÁÎ-ÄÏÍÉÚÁ�ÉÑ (A; �n): ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÒÁÎÄÏÍÉÚÁ�ÉÑ �ÒÏÓÔÁ, ÔÏ É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅÒÁÎÄÏÍÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏÓÔÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÄÎÉÍÄÌÑ ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞ A. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÙ ×ÏÚØÍÅÍ ÇÅÎÅÒÉ-ÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔ ×ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÙÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). óÕÝÅÓÔ×Ï×Á-ÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ.ìÅÍÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÁÖÏ-ÒÉÒÕÅÔ ×ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.Proof. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, �n ÅÓÔØ ×Ú×ÅÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÇÅ-ÎÅÒÉÒÕÅÍÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. �ÏÞÎÅÅ, ÞÔÏÂÙ ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀÓÔÒÏËÕ �Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �n, ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ G, ÚÁÔÅÍ ÎÁÈÏÄÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁ-ÂÏÔÙ G ÎÁ ×ÈÏÄÅ 1k ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n É ×ÙÄÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ G ÎÁÜÔÏÍ ×ÈÏÄÅ.�ÏÞÎÅÅ ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ~G ÓÔÒÏËÕ, ËÏÔÏÒÁÑÉÄÅÎÔÉÆÉ�ÉÒÕÅÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ G É �ÏÌÉÎÏÍ pG, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀ-ÝÉÊ ÅÇÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ. íÏÖÎÏ ÔÁË ×ÙÂÒÁÔØ ÜÔÕ ÓÔÒÏËÕ ~G, ÞÔÏÂÙ ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ×ÈÏÄÅ 1k0 ~G ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÒÁÂÏÔÕ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ G ÎÁ ×ÈÏÄÅ 1k Ó �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÚÁÍÅÄÌÅÎÉÅÍ ×ÒÅ-ÍÅÎÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ×ÈÏÄÅ 1k0 ~G ÎÅ ÂÏÌØÛÅ qG(k)(ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ qG). íÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏG, ÎÁÈÏÄÉÍ k, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ qG(k) = n (ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ k ÎÅÔ, ÔÏ ×ÙÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ). úÁÔÅÍ5



ÚÁ�ÕÓËÁÅÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ÎÁ ×ÈÏÄÅ 1k0 ~G É ×ÙÄÁÅÍ Å£ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÎÁ ×ÙÈÏÄ.íÙ ÎÅ ÕÔÏÞÎÉÌÉ, ËÁËÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÈÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�qG(k) ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ G �ÏÑ×ÌÑÌÓÑ ÂÙ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ "(G), ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ k. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �k, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÇÏ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍG, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �k(x) ≥ "(G)�qG(k)(x):çÅÎÅÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÍÁÖÏÒÉÒÕÝÅÅ ×ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÙÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ.ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ëÁÒ�Á ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ, ÒÁÚÒÅÛÉ× Ó×ÏÄÑÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕÂÙÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ É ÒÁÚÒÅÛÉ× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ A(x) = B(f(1n; x)) ÎÅ ×Ù�ÏÌ-ÎÑÔØÓÑ Ó ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. îÏ �ÒÏÝÅ ÓÒÁÚÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÎÁÞÉ-ÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÕÀ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ | ÁÎÁÌÏÇ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ�ØÀÒÉÎÇÁ (Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ëÕËÁ).ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ëÕËÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÚÁÄÁÞÁÈ ÂÏ-ÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÔÉ�Á. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ E ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ E(x; y). úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ x ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉÔÁËÏÅ y.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÛÁÔÅÌÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ S, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÌÀ-ÂÏÊ ×Ï�ÒÏÓ ×ÉÄÁ (1n; x) É × ÏÔ×ÅÔ ÏÎÁ ÎÁÍ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ×ÙÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏ-ÒÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÕÀ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÉÀ ÓÔÒÏËÕ. (æÏÒ-ÍÁÌØÎÏ, ÒÅÛÁÔÅÌØ | ÜÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ S(1n; x).) âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ S ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ(B; �n) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1=h(n), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n �ÒÉÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ x �Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �n ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ \S(1n; x)ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ B" ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=h(n). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (A; �n) Ó×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ëÕËÕ Ë ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÅ (B; �n), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ g(n) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉ-ÎÏÍÙ h(n); q(n) É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ MÓ ÏÒÁËÕÌÏÍ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÁÔÅÌÑS ÚÁÄÁÞÉ (B; �n) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1=h(n) ÁÌÇÏÒÉÔÍ MS�ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ A (�Ï ÍÅÒÅ �n É �Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ×ÈÏÄÑÝÉÊ ×ÓÏÓÔÁ× S É M) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1=g(n). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÌÇÏ-6



ÒÉÔÍÕM ÎÁ ×ÈÏÄÅ 1n; x ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÒÅÛÁÔÅÌÀ ÔÏÌØËÏ ×Ï�ÒÏÓÙ×ÉÄÁ 1q(n); y.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ëÕËÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÌÑ ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ×ÈÏÄÁ ÚÁÄÁÞÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ (B; �n) �ÒÏÓÔÁ ÄÌÑ ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ×ÈÏÄÁ, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å S ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÅÅ ÒÅÛÁÔÅÌØ, �ÏÓÌÅÞÅÇÏ MS �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÒÅÛÁÔÅÌØ ÚÁÄÁÞÉ (A; �n).ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ëÕËÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ëÁÒ�Á: Ó×ÏÄÑÝÁÑ ÍÁÛÉÎÁ×ÙÄÁÅÔ S(1q(n); f(1n; x)), ÇÄÅ S ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1=h(n) =1=(g(n)p(n)).2.1 DistNP-�ÏÌÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉíÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (A; �n) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Dis-tNP, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ A �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ NP. üÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌ-ÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.�ÅÏÒÅÍÁ. [3℄ óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÄÁÞÁ × ËÌÁÓÓÅ DistNP, Ë ËÏÔÏÒÏÊ Ó×Ï-ÄÉÔÓÑ �Ï ëÁÒ�Õ ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ Ó�ÁÒÉÔØ ÌÀÂÕÀ NP-�ÏÌÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ A Ó ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÍ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �n, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ ÄÁÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑÚÁÄÁÞÁ (B; �n) ÉÚ DistNP. ðÕÓÔØ f | ÆÕÎË�ÉÑ, Ó×ÏÄÑÝÁÑ B Ë A. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �n = f(�n). üÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �n. (ëÏÎÅ� ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.)2.2 DistNP-�ÏÌÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈîÅÄÏÓÔÁÔÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÅÅ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÓÌÏÖÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ Ó ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ �Ï n É x ÄÁÖÅ �ÒÉÂÌÉ-ÚÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �n(x). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÒÁ-ÎÉÔØ, É �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÌÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅÍ (�ÏÞÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ).ïÂßÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ÕÓÔÒÏÅÎ-ÎÙÍÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÙÍ,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ G, ÄÌÑ ËÏ-7



ÔÏÒÏÇÏ �n(x) = P [G(1n) = x℄ÄÌÑ ×ÓÅÈ n; x. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ G(1n) ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ p(n). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ �ÏÌÉÎÏÍ. ðÕÓÔØr ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÒÏËÕ ÄÌÉÎÙ p(n). âÕÄÅÍ ÞÅÒÅÚ Gn(r) ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×ÙÈÏÄÁÌÇÏÒÉÔÍÁ G(1n), ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÅÍÕ ÄÁ×ÁÔØ �ÏÏÞÅÒÅÄÉ ÂÉÔÙ ÓÌÏ×Á r. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �n(x) ÅÓÔØ ÄÏÌÑ ÔÅÈ r, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ Gn(r) = x.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ r, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Gn(r) = x, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. �Å�ÅÒØ �ÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙÄÌÑ ×ÓÅÈ n É ×ÓÅÈ x ÉÚ ÎÏÓÉÔÅÌÑ �n(x) ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÞÅÎØ�ÒÏÓÔÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n É ×ÓÅÈ x ÉÚ ÎÏÓÉÔÅÌÑ �nÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
{r ∈ {0; 1}p(n) | Gn(r) = x}ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ 
ode(n; x). ðÏÔÒÅÂÕÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (n; x) 7→
ode(n; x) ÂÙÌÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÛÁÇÏ×.(åÓÌÉ x ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÏÓÉÔÅÌÀ �n, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ
ode(n; x) ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÏÂÝÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ.)îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ�ÏÌÉÎÏÍÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÄÌÉÎÕ ÉÓ�ÏÌØÚÕÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×, ÔÏÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×. âÕÄÅÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ�ÒÏÓÔÙÍÉ. éÚ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÔÏ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÄ ûÅÎÎÏÎÁ | æÁÎÏ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �n Ó �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏ (ÏÔ n) ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ËÏÄÉÒÕÀÝÅÊ É ÄÅËÏÄÉÒÕÅÝÅÊ ÆÕÎË�É-ÑÍÉ. (ëÏÄÏÍ ûÅÎÎÏÎÁ | æÁÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó ÄÌÉÎÏÊ ËÏÄÁ

− log�n(x) +O(1). �ÁËÏÊ ËÏÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.)åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÎÅ ËÁÖÄÏÅÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÙÍ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ. (òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁÍÉ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÍÁÖÏÒÉÒÕÀÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑÍÉ.)ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ. äÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÙÈÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ìÅ×ÉÎÁ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ËÁË ÕÖÅÓËÁÚÁÎÏ, �Ï ìÅ×ÉÎÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ × ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÏÄÎÏ. îÏ8



ÇÌÁ×ÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �Ï ìÅ×ÉÎÕ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ y 7→∑x<y �(x) ÂÙÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ (ÓÌÏ×Á ÏÄÎÏÊ ÄÌÉÎÙÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ, Á ÓÌÏ×Á ÒÁÚÎÙÈ ÄÌÉÎ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ �ÏÄÌÉÎÅ). äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �(x) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ ÔÏÞÎÏ. �ÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ìÅ×ÉÎÁ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑËÏÄÁ ûÅÎÎÏÎÁ | æÁÎÏ Ó �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ËÏÄÉÒÕÀÝÅÊ ÉÄÅËÏÄÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ �ÏìÅ×ÉÎÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n(x) (×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ x �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ x ÒÁ×ÎÁ n) ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ�ÒÏÓÔÙÍ × ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ (ÅÓÌÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=poly(n)).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ìÅ×ÉÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ: �ÕÓÔØ f(x)×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ É ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÓÌÏ×. íÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ � ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ�ÒÏÓÔÏ �Ï ìÅ×ÉÎÕ, Á ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �(f(x)) | ÎÅÔ. ÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÉÓ-ÈÏÄÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ ÏÂÙÞÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ËÏÄÙ ËÏÎÅÞÎÙÈÏÂßÅËÔÏ×, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÓÌÏ×, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. ðÅ-ÒÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÄÒÕÇÕÀ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÞÔÏ × ÏÄÎÏÊ ËÏÄÉÒÏ×ËÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁÈÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÙÍ, Á × ÄÒÕÇÏÊ ËÏÄÉÒÏ×ËÅ | ÎÅÔ. úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÉÛÅÎÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ.âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Dist'NP ËÌÁÓÓ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ (A; �n),Õ ËÏÔÏÒÙÈ A �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NP, Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �n ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏ.�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Dist'NP-�ÏÌÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×Ï-ÄÉÍÏÓÔÉ ëÁÒ�Á).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ U ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �Ï ÔÒÏÊËÅ(1n;M; x) ÎÁÄÏ ÕÚÎÁÔØ, ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÉ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁ-ÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ Ó �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ M ÎÁ ×ÈÏÄÅ x ÚÁ n ÛÁÇÏ×. ðÒÉ ÒÁÚÕÍÎÏÍ×ÙÂÏÒÅ Ó�ÏÓÏÂÁ ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕNP.�Å�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �n ÎÁ ÔÒÏÊËÁÈ (1n;M; x).ðÅÒ×ÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÔÒÏÊËÉ ÂÅÒÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÕ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ, ÚÁ-ÔÅÍ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÌÉÎÙ ×ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÓÒÅÄÉÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÍÅÎÅÅ n, Á ÓÁÍÉ ÏÎÉ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏ× ×Ù-ÂÒÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. �Ï ÅÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ (1n;M; x) ÒÁ×ÎÁ n−22−|M |−|x|9



�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ M É x ÍÅÎØÛÅ n, É ÎÕÌÀ ÉÎÁÞÅ.óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÄÁÖÅ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÙÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ n−22−|M |−|x| ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ Ä×Ï-ÉÞÎÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ×ÞÅÔ×ÅÒÏ, ËÏÔÏÒÏÅÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ. 1ðÕÓÔØ (A; �n) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ NP. úÁÆÉËÓÉ-ÒÕÅÍ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ �ØÀÒÉÎÇÁM , ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÕÀ A. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ n̂ ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ n × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÂÉÔÙ�ÒÏÄÕÂÌÉÒÏ×ÁÎÙ, Á × ËÏÎ�Å �ÒÉ�ÉÓÁÎÏ 01 (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 5̂ = 11001101).ðÕÓÔØ G ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÛÉÎÕ M ′ ËÏÔÏ-ÒÁÑ ÎÁ ×ÈÏÄÅ n̂q ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ x = Gn(q) (ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ q ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÔÒÅ-ÂÕÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×, ÔÏ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ �ÏÌÁÇÁÀÔÓÑÒÁ×ÎÙÍÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÕÌÀ), Á ÚÁÔÅÍ ÚÁ�ÕÓËÁÅÔ M ÎÁ x. ÷ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ M ′ÎÁ ×ÈÏÄÅ n̂q ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ n, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚp(n).ó×ÏÄÑÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁ �ÁÒÅ (1n; x) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï q, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ r, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Gn(r) = x, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÒÏ-ÄÏÌÖÅÎÉÊ q. ðÏÓËÏÌØËÕ �n ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÁËÏÅ q ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. äÌÉÎÁ q ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÎÁlog(1=�n(x)). ó×ÏÄÑÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁÔÅÍ ×ÙÄÁÅÔ ÔÒÏÊËÕ (1p(n);M ′; n̂q).ðÏÓËÏÌØËÕ M ′ ÎÁ ×ÈÏÄÅ n̂q ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË M ÎÁ ×ÈÏÄÅ x, ÜÔÏ Ó×Å-ÄÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.ïÓÔÁÌÏÓØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �p(n)-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ (1p(n);M ′; n̂q) ÏÔ-ÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �n-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á x ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔ n ÒÁÚ.âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p(n) ÂÏÌØÛÅ |M ′| ÉÂÏÌØÛÅ |n̂q| ÄÌÑ ×ÓÅÈ n; x. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔ n �p(n)-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÔÒÏÊËÉ (1p(n);M ′; n̂q) ÒÁ×ÎÁ 2−|M ′|−|n̂q|, ÞÔÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ)ÒÁ×ÎÏ �ÒÏÓÔÏ 2−|q|. á �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ 2−|q| = �n(x). (ëÏÎÅ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á.)âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á NP-�ÏÌÎÙÈ ÚÁÄÁÞ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÚÁ-1÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍ. óÎÁ-ÞÁÌÁ × ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ r ÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ⌈logn⌉ ÂÉÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔ ÄÌÉÎÕ ÚÁ-�ÉÓÉ M , ÚÁÔÅÍ ÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ⌈logn⌉ ÂÉÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔ ÄÌÉÎÕ x. ðÏÓÌÅÜÔÏÇÏ ÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ |M | + |x| ÂÉÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔ M É x. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÄÁÔØÔÒÏÊËÕ (1n;M; x) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ 2−2⌈log n⌉2−|M |−|x|, ÞÔÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ×ÞÅÔ×ÅÒÏ ÍÅÎØÛÅn−22−|M |−|x|. 10



ÄÁÞÁ (B; �n) Dist'NP-�ÏÌÎÁ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï NP-�ÏÌÎÏÔÙ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ B ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË. äÌÑ ÌÀÂÏÊ NP-ÚÁÄÁÞÉ A ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ Ó×ÏÄÑÝÕÀA Ë B ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f , ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÎÏ ÉÏÂÒÁÔÉÍÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å A ÌÀÂÕÀ ÚÁ-ÄÁÞÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÕÀ Dist'NP-�ÏÌÎÕÀ ÒÁÎÄÏÍÉÚÁ�ÉÀ(A; �n). ðÏÓÔÒÏÉÍ Ó×ÏÄÑÝÕÀ A Ë B ÆÕÎË�ÉÀ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.ðÏÓËÏÌØËÕ f Ó×ÏÄÉÔ (A; �n) Ë (B; f(�n)), �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÏÖÅ Dist'NP-�ÏÌÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ f(�n) ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏ: ËÏÄÉÒÕÀ-ÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÑ f(�n) �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÄÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉÄÌÑ �n Ë ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÄÌÑ f .�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÏÉÓË ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÊ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ NP-�ÏÌÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁDist'NP-�ÏÌÎÁ. äÌÑ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ëÁÒ�Á ÔÁËÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÚÁÍÏÝÅÎÉÉ, Á ÄÌÑ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ëÕËÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ,ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÎÁ ×ÈÏÄÁÈ.�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Dist'NP-�ÏÌÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ëÕËÁ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ U ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �Ï ÓÌÏ×ÕM̂ |̂u|ux ÎÁÄÏ ÕÚÎÁÔØ, ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÉ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ�ØÀÒÉÎÇÁ Ó �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ M ÎÁ ×ÈÏÄÅ x ÚÁ |u| ÛÁÇÏ×. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n| ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÄÌÉÎÙ n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÔÙ �ÏÞÔÉ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÒÉÍÅÎÎÅÎÙÅ × ÔÏÍ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å. ðÕÓÔØ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÕ Gn ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙs(n).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Ó×ÏÄÑÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ: ÎÁ ×ÈÏÄÅ x ÄÌÉÎÙ n ÎÁÊ-ÄÅÍ ÓÌÏ×Ï q É ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ r ÄÌÉÎÙ s(n)−|q| (ÔÁË ÞÔÏ Gn(qr) = x)É ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ u ÄÌÉÎÙ p(n). úÁÔÅÍ ÚÁ�ÕÓËÁÅÔ ÄÁÎÎÙÊ ÎÁÍ, ËÁË ÏÒÁËÕÌ,ÒÅÛÁÔÅÌØ S ÚÁÄÁÞÉ U ÎÁ ÓÌÏ×Å M̂ ′ |̂u|un̂qr É ×ÙÄÁÅÍ ÅÇÏ ÏÔ×ÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×ÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ ÒÅÛÁÔÅÌÀ S ÄÁÅÍ ÄÌÉÎÕÓÌÏ×Á M̂ ′ |̂u|un̂qr, ÔÏ ÅÓÔØ N = |M̂ ′|+ 2 log p(n) + p(n) + 2 logn + 2 + s(n).æÉËÓÉÒÕÅÍ n. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ Ó×ÏÄÑÝÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ (�ÒÉ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ x �Ï ÍÅÒÅ �n É ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ u; r) ÒÁ×ÎÁ ÕÓÌÏ×-ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ S ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÈÏÄÅ y ÄÌÉÎÙ N �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ,ÞÔÏ y ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ M̂ ′ |̂u|un̂z. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÁÍÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÅÓÔØ 1=poly(n).11



ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ Ó×ÏÄÑÝÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × �Ï-ÌÉÎÏÍ ÒÁÚ, �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂËÉ S ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÍÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ N . (ëÏÎÅ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.)2.3 Dist'NP-�ÏÌÎÏÔÁ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÚÁÍÏÝÅÎÉÉ.ðÕÓÔØ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �×ÅÔÏ× {0; 1; 2; : : : ; 
−1}. éÓÈÏÄÎÙÍ ÄÁÎÎÙÍ × ÚÁÄÁÞÅ Ï ÚÁÍÏÝÅÎÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ Ë×ÁÄÒÁÔÉ-ËÏ× Ó ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÍÉ × ÜÔÉ �×ÅÔÁ ÒÅÂÒÁÍÉ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �×ÅÔÏ×z. îÁÄÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÁ |z|×|z| ÍÁÌÅÎØ-ËÉÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �×ÅÔÁ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ÒÅÂÒÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×ÓÏ×�ÁÄÁÌÉ É ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �×ÅÔÏ× ÎÁ ÎÉÖÎÅÍ ËÒÁÅ ÂÏÌØÛÏÇÏË×ÁÄÒÁÔÁ ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ z. ìÀÂÏÊ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÍÏÖÎÏ ÄÕÂÌÉ-ÒÏ×ÁÔØ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å, ÎÏ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ É �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉËÉ ÎÅÌØÚÑ.òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÍÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÎÁÂÏÒË×ÁÄÒÁÔÉËÏ× (×ÓÅ 2
4 ÎÁÂÏÒÏ× ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙÍÉ). úÁÔÅÍ ÍÙ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a < n. úÁÔÅÍ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÎÉÖÎÅÇÏËÒÁÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: �ÅÒ×ÙÊ �×ÅÔ × z ÒÁ×ÅÎ 2, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ a�×ÅÔÏ× ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÓÒÅÄÉ �×ÅÔÏ× 0,1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ�×ÅÔÁ ÒÁ×ÎÙ 0.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ�ÒÏÓÔÏ É ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÚÁÍÏÝÅÎÉÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NP.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ 
 ÚÁÄÁÞÁ Ï ÚÁÍÏÝÅÎÉÉ Dist'NP-�ÏÌÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ (A; �n) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ Dist'NP.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÁÛÉÎÕ M , ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÕÀ A. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏ-ÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ �ÏÌÉÎÏÍÏÍÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÅÅ ÄÏÇÁÄËÁÈ. ëÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÍÁÛÉÎÕ M ′, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ×ÈÏÄÅ n̂q ÚÁ�ÕÓ-ËÁÅÔ ÍÁÛÉÎÕ M ÎÁ ×ÈÏÄÅ Gn(q) (ÇÄÅ G | ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �n).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ V : ÎÁ ×ÈÏÄÅ 0M̂ ′n̂q ÏÎÁ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÒÁÂÏÔÕ M ′ ÎÁ ×ÈÏÄÅ n̂q Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÚÁÍÅÄÌÅÎÉÅÍ�Ï ×ÒÅÍÅÎÉ. �Ï ÅÓÔØ, V ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ 0M̂ ′n̂q ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁGn(q) ∈ A. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ×ÒÅÍÑ ÅÅ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ×ÈÏÄÅ n̂q ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ�ÏÌÉÎÏÍÁ pA(n).éÚÍÅÎÉÍ ÎÅÍÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ V : ÉÚÍÅÎÅÎÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁËÓÔÁÒÁÑ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÔÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÎÁÑ12



ÍÁÛÉÎÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ (ÄÅÌÁÑ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ), ÅÓÌÉ ÓÔÁÒÁÑÍÁÛÉÎÁ ×ÙÄÁÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÁÞÅ. �ÏÇÄÁGn(q) ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ V ÎÁ×ÈÏÄÅ n̂q, ÄÌÑÝÅÅÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ pA(n) ÛÁÇÏ×.îÉÖÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �×Å-ÔÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× �, ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. åÓÌÉz = 2u, ÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÁ |z| × |z| ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �×ÅÔÏ× ÎÁ ÎÉÖÎÅÍ ËÒÁÀ ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ z, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÛÉÎÁ V ÍÏÖÅÔ �ÒÏÒÁÂÏÔÁÔØ |z| ÛÁÇÏ× �ÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÓÏÄÅÒÖÉÍÏÍ 0u ×ÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÙ.ó×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (A; �n) Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÚÁÍÏÝÅÎÉÉ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË. óÌÏ×Ïx ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × �ÁÒÕ (�; 2M̂ ′n̂q00 : : : 0), ÇÄÅ q | ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙlog(1=�n(x)), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x = Gn(q), Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÒÁ×ÎÏ pA(n)−
|2M̂ ′n̂q|. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ x ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ V ÍÏÖÅÔ�ÒÏÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÁ ×ÈÏÄÅ 0M̂ ′n̂q ÎÅ ÍÅÎÅÅ pA(n). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÚÁÍÏÝÅÎÉÑ.�Å�ÅÒØ ÓÒÁ×ÎÉÍ �n(x) É �pA(n)-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ �ÁÒÙ (�; 2M̂ ′n̂q00 : : : 0).ðÏÓÌÅÄÎÑÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔ n ÒÁ×ÎÁ 2−| cM ′n̂q|, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÒÁ×ÎÏ 2−|q| = �n(x).ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁÂÏÒ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× � Ó ÎÕÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ÷ÏÚØ-ÍÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �×ÅÔÏ× ÒÁ×ÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÕ � ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÍÁÛÉÎÙ V (ÅÅ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÎÙÊ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÁÒ (ÂÕË×Á, ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ)) �ÌÀÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ÂÕË× ÉÚ �. ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ É×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × �×ÅÔÁ ÉÚ �, Á ÎÁ ÂÏËÏ×ÙÈ ÇÒÁÎÑÈ| × �×ÅÔÁ ÉÚ �× �. ðÒÉ ÜÔÏÍ �×ÅÔ ÎÉÖÎÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ×ÔÏÒÏÊËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ �×ÅÔÁ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ É �ÅÒ×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ�×ÅÔÁ �ÒÁ×ÏÇÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ. ã×ÅÔ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎÚÎÁÞÅÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÍÁÛÉÎÙ ÎÁ ÔÒÏÊËÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �×ÅÔÁ ÌÅ×ÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, �×ÅÔÁ ÎÉÖÎÅÇÏ ÒÅÂÒÁ É ×ÔÏÒÏÊ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÙ �×ÅÔÁ �ÒÁ×ÏÇÏ ÒÅÂÒÁ. ðÁÒÁ (0, ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ) ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó �×ÅÔÏÍ 2. ìÀÂÏÅ ÚÁÍÏÝÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ |z| × |z|, × ËÏÔÏÒÏÍ�×ÅÔÁ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÁ×ÎÙ z = 2u ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ |z| ÛÁÇÏ× ÒÁÂÏÔÙ V ÎÁ×ÈÏÄÅ 0u, É ÏÂÒÁÔÎÏ. (ëÏÎÅ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.)úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ,ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÚÁÍÏÝÅÎÉÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓÔÁÌÁ �ÏÌÎÏÊ. îÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÏÌ-ÎÏÔÕ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ �×ÅÔÏ×13



ÎÉÖÎÅÇÏ ËÒÁÑ.2.4 ó×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ DistNP Ë ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÉÚ Dist'NP÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ. ëÁÖÄÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (A; �n) ÉÚ DistNP Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊÚÁÄÁÞÅ (B; �n) ÉÚ Dist'NP.éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÚÁÍÏÝÅÎÉÉ DistNP-�ÏÌÎÁ. ÷ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁ. úÁ-ÄÁÞÁ �ÏÉÓËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅÍ R(x; y) ÎÁ ÍÎÏÖÅÔÓÔ×Å Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ�ÏÌÉÎÏÍÁ p(n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ R(x; y) ⇒ |y| = p(|x|). áÌÇÏÒÉÔÍÒÅÛÁÅÔ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔ ÔÁËÏÅ y, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ R(x; y) (ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ), Á ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ y ÎÅÔ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÏÌÖÅÎÓÏÏÂÝÉÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ.óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ Ó×ÅÄÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÉÓËÁ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ�ÒÏÓÔÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÉÚ DistNP, Õ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ.�ÅÏÒÅÍÁ. ëÁÖÄÁÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÉÓËÁ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ�ÒÏÓÔÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ Ó×ÏÄÉÔÓÑ (�Ï ëÕËÕ) Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÅ ÉÚ Dist'NP.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÈÜÛ-ÆÕÎË�ÉÊ. þÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ? óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ H ÔÉ�Á
{0; 1}l → {0; 1}k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÈÜÛ-ÆÕÎË�ÉÊ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ {0; 1}l ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ h(y) (ÇÄÅ h ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑÓÌÕÞÁÊÎÏ ÉÚ H) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × {0; 1}k É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ y1; y2 ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ h(y)1; h(y2) ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ (ÎÏ ÔÒÏÊËÉ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÕÖÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ).ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÕÌÅ×Õ ÍÁÔÒÉ�Á AÒÁÚÍÅÒÁ k × l É ÂÕÌÅ× ×ÅËÔÏÒ u ÄÌÉÎÙ k. ðÁÒÁ A; u ÚÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h(y) = Ay + u (×ÓÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ × �ÏÌÅ ×ÙÞÅÔÏ×�Ï ÍÏÄÕÌÀ 2). ðÒÉ ÌÀÂÙÈ k; l ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÈÜÛ-ÆÕËÎ�ÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÞÅÒÅÚ Hlk.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ y1 6= y2. �ÏÇÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ay1+u É Ay2+uÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÒÅÄÉ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ k (ÅÓÌÉ A; u14



×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ �Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ h(y) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.äÏËÁÖÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (A; u) 7→ (Ay1 + u;Ay2+ u) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ k×(l+1)× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ k × 2. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÏÂÒÁÚÅÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ËÒÁÔÎÏÓÔØ (ÒÁ×ÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÅÇÏÑÄÒÁ). úÎÁÞÉÔ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. îÅÔÒÕÄÎÏ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀÍÁÔÒÉ�Õ M . îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ 2. üÔÏÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂ�Ù ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÉÍÅÀÔ 1 × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å �ÏÓÌÅÄÎÅÊ, l + 1-ÏÊ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÅÝÅ É ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏÎÁÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï k; l. üÔÏ ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ, ÞÔÏ �Ï Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÉ h (ÍÁÔÒÉ�Å É ×ÅËÔÏÒÕ) É ÅÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕy ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÊÔÉ h(y).ðÕÓÔØ ÄÁÎÎÁÑ ÎÁÍ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÉÓËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ R(x; y) ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ R(x; y) ⇒ |y| ≤ poly(|x|). ðÕÓÔØÔÁËÖÅ ÄÁÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔÅÊ �n. óÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÚ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ �n ÉÚ R(x; y) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ y ÒÁ×ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÍÕ �ÏÌÉÎÏÍÕ p(n). (éÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÏ×ÓÅÍÎÅÔÒÕÄÎÏ.)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ: ÄÁÎÙ ÓÔÒÏËÁ x, ÆÕÎË�ÉÑ h :
{0; 1}l → {0; 1}k ÉÚ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÈÜÛ-ÆÕÎË�ÉÊ Hl;k É ÞÉÓÌÏi ≤ l. îÁÄÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÏÅ y ÄÌÉÎÙ l, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÒÎÏR(x; y), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ i-ÙÊ ÂÉÔ ÒÁ×ÅÎ 1 É �ÒÉ ÜÔÏÍ h(y) = 0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁÚÁÄÁÞÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ NP. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÔÁËÏÅ: x ×ÙÂÉÒÁ-ÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ �Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �n, ÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁÍ. úÁÔÅÍ ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍl = p(n), ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÞÉÓÌÏ 1 ≤ k ≤ l + 1, ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÈÜÛ-ÆÕÎË�ÉÀ h É ÞÉÓÌÏ i ≤ l.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏ. õÓÔÁ-ÎÏ×ÉÍ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÉÓËÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÚ-ÒÅÛÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ S ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ. íÙ�ÏÓÔÒÏÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁ, ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ËÏÔÏÒÏÊ (�Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) × �ÏÌÉÎÏÍ ÏÔn ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ S (�Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ�n).ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ x ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ y ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R(x; y). ðÕÓÔØ n ÏÂÏ-15



ÚÎÁÞÁÅÔ ÄÁÎÎÙÊ ÎÁÍ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ. íÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅk ≤ l = p(n) É ÈÜÛ-ÆÕÎË�ÉÀ h ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á Hlk. úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏi ≤ l �ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ S Ë ÔÒÏÊËÅ (x; i; h). ðÕÓÔØ bi = 0; 1 | ÏÔ-×ÅÔ, ×ÙÄÁÎÎÙÊ S. æÏÒÍÉÒÕÅÍ ×ÅËÔÏÒ y = b1 : : : bl É �ÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ×ÅÒÎÏ ÌÉR(x; y). åÓÌÉ ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ. éÎÁÞÅ �Ï×ÔÏÒÑÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅÓ ÎÏ×ÙÍ h. åÓÌÉ �ÏÓÌÅ nl �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ ÎÕÖÎÏÅ y ÎÅ ÎÁÊÄÅÎÏ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÍ,ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÅÔ.ï�ÅÎÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ïÛÉÂËÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏx ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ y, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ R(x; y), ÎÏ ÍÙ ÅÇÏ ÎÅ ÎÁÛÌÉ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ x. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÔÉÎÎÏ R(x; y),ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ 2k=3 ÄÏ 2k+1=3. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀÂÏÌÅÅ 2/9 ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÈÜÛ-ÆÕÎË�ÉÉ h ∈ Hlk ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R(x; y) É h(y) = 0 (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅËÔÏÒb1 : : : bl ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÜÔÉÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ y, ÅÓÌÉ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ S ÎÅ ÏÂÍÁ-ÎÕÌÁ).ìÅÍÍÁ. ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌÅÅ 2/9 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ y, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ R(x; y) É h(y) = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ y,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ R(x; y). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y ∈ Y ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÂÙÔÉÅ \h(y) =0". åÓÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ×ÙÞÅÓÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ y′ 6=y, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÏÂÙÔÉÅ \y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ × Y , ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ h(y) = 0". ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅP [h(y) = 0℄− ∑y′ 6=yP [h(y) = h(y′) = 0℄:÷ÙÞÉÔÁÅÍÏÅ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÒÁ×ÎÏ 2−k Á ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÅ | (|Y | − 1)2−2k.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ \y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ× Y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ h(y) = 0" ÂÏÌØÛÅ 2−k − |Y |2−2k. ðÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×Á× �Ï×ÓÅÍ y ∈ Y , ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÂÏÌØÛÅ
|Y |2k −

(
|Y |2k )2:ðÏ ×ÙÂÏÒÕ k ÞÉÓÌÏ |Y |2−k ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ 1/3 ÄÏ 2/3. íÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ t − t2 ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÒÁ×ÎÏ 2/9. ðÏÜÔÏÍÕÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ 2/9. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.16



îÁÚÏ×ÅÍ h ÕÄÁÞÎÏÊ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ x, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ y ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ h(y) = 0 É R(x; y). ðÏ ÌÅÍÍÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÀ ÎÅÍÅÎÅÅ 2=9(l + 1) ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ h ÕÄÁÞÎÁ.îÁÚÏ×ÅÍ x ÕÄÏÂÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ S(m; x; i; h) ÄÁÅÔ ÎÅ-�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=9l2. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÙÛÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÎÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁ �ÁÒÁÈ (i; h).÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ Ó×ÏÄÑÝÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ×ÅÌÉÞÉÎ: ÏÂÝÁÑ �n-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÎÅÕÄÏÂÎÙÈ ÓÌÏ× É ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÈÏÄ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÙÍ, ÎÏ ×ÓÅ nl ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ y ÎÅÕÄÏ×ÏÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Õ R(x; y).ðÕÓÔØ Æ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �n-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ S. �ÏÇÄÁ �ÅÒ-×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (ÏÂÝÁÑ �n-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÎÅÕÄÏÂÎÙÈ ÓÌÏ×) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔ Æ · 9l2. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÎÅÕÄÏÂÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ×ÎÏÓÉÔ ×ËÌÁÄ 1=9l2× ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÔØ ÏÛÉÂËÉ, É ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÎÅÕÄÏÂÎÙÈÓÌÏ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÙÛÁÔØ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ, ÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ÜÔÏÔÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ×ËÌÁÄ.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÄÏÂÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑÏÄÎÏÇÏ i �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ S ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÏÊËÅ (x; h; i), ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l=9l2 =1=9l. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÄÏÂÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÊÔÉ y × ÌÀÂÏÊÉÚ nl �Ï�ÙÔÏË ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2=9(l + 1) − 1=9l ≥ 1=9(l + 1). úÎÁÞÉÔ ×ÔÏÒÏÅÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (1− 1=9(l + 1))nl ≈ e−n=9.äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÔÏÌØËÏ �ÏÎÑÔØ, �Ï-ÞÅÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ÉÚ ÎÏÓÉÔÅÌÑ �n ×ÓÅ ÉÓËÏÍÙÅy ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ ÄÌÉÎÕ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÎÏÓÉÔÅÌÑ �n ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÏ �Ï ÄÌÉÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ p(n), Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈÉÓËÏÍÙÈ y ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÔÏÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ q(n). úÁËÏÄÉÒÕÅÍËÁÖÄÏÅ y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ q(n) ÓÌÏ×ÏÍ ÄÌÉÎÙ 0j1y ÄÌÉÎÙ ÒÏ×ÎÏ q(n) + 1É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÉÓËÁ: �Ï ÓÌÏ×Õ x ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÔÁ-ËÏÅ 0j1y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R(x; y), É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ.éÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÏ×ÏÊ, �ÒÉÞÅÍ ÎÏ×ÁÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÕÅ-ÍÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ DistNP Ó×ÏÄÉÔÓÑ ËÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÏÉÓËÁ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÄÁÖÅ ÂÏÌØÛÅ| ËÁÖÄÁÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÉÓËÁ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÍÏ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÏÉÓËÁ,ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏ.�ÅÏÒÅÍÁ. ëÁÖÄÕÀ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÉÓËÁ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë17



ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÏÉÓËÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÈÏ-ÄÁÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÄÁÎÎÁÑ ÎÁÍ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÉÓËÅ �ÏÄÁÎÎÏÍÕ x ÔÁËÏÇÏ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ R(x; y). é �ÕÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ �n ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ G. üÔÏÔÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄ ÓÔÒÏËÕ ÉÚ n ÅÄÉÎÉ� É ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅÏÔ n ×ÒÅÍÑ ×ÙÄÁÅÔ ÎÁ ×ÙÈÏÄ ÓÔÒÏËÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �n. þÅÒÅÚq(n) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÉÎÏÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÊ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ×,ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÕ, Á ÞÅÒÅÚ Gn(r) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×ÙÈÏÄ G �ÒÉÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ r ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ l = q(n),ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ G. �Ï ÅÓÔØ, �n(x) ÒÁ×ÎÏ ÄÏÌÅ ÔÅÈ r, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ Gn(r) = x. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÎÏÓÉÔÅÌØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ m = p(n).óÎÁÞÁÌÁ ÉÚÌÏÖÉÍ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. äÏ�ÕÓÔÉÍ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁÔÒÕÄÎÁ É �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÒÕÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÅÍ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á \ËÒÁÊÎÉÈ" ÓÌÕÞÁÑ.óÌÕÞÁÊ 1: ÚÁÄÁÞÁ \�Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÍÕ ×ÚÑÔÏÍÕ x ∈ {0; 1}m ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅr, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Gn(r) = x" ÔÒÕÄÎÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÒÕÄÎÕÀÚÁÄÁÞÕ Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ.óÌÕÞÁÊ 2: ÆÕÎË�ÉÑ r 7→ Gn(r) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ É ÌÅÇËÏ ÏÂÒÁÔÉÍÁ. �ÏÇÄÁÚÁÄÁÞÁ \�Ï r ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ R(Gn(r); y)" ÔÒÕÄÎÁÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙÂÙÌÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �Ï r ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ y, ÔÏ ÍÙ ÂÙ ÍÏÇÌÉ É �Ï x ÎÁÈÏÄÉÔØ y,ÏÂÒÁÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ r 7→ Gn(r). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑr 7→ Gn(r) ÎÁÍ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÎÕÖÎÁ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�Ï x ÕÍÅÔØ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ r ÉÚ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ Gn. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÍ ÔÒÕÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÉÓËÁ ÓÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, Á ÔÏÌØËÏ ÉÄÅÑ. þÔÏÂÙ ÏÔ ÎÅÅ �Å-ÒÅÊÔÉ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ, ÎÁÄÏ ÏÂÏÊÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÑ. ðÅÒ-×ÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ r 7→ Gn(r) ÍÏÖÅÔ ÎÅ �ÏÄ�ÁÄÁÔØÎÉ �ÏÄ �ÅÒ×ÙÊ, ÎÉ �ÏÄ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ. ÷ÔÏÒÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÒÕÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁ Ó�ÒÏÓÔÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÎÁÍ ÚÁ-ÄÁÞÁ ÔÒÕÄÎÁ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÄÁÎÎÁÑÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ.ðÅÒ×ÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ �ÒÅÏÄÏÌÅ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ ÏÔÏ-18



ÂÒÁÖÅÎÉÅ r 7→ Gn(r) ÎÅ �ÏÄ�ÁÄÁÅÔ �ÏÄ ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ (s; g; h) 7→ (g(Gn(h(s)); g; h) �ÏÄ�ÁÄÁÅÔ �ÏÄ �ÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.úÄÅÓØ g; h ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-ÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÈÜÛ-ÆÕÎË�ÉÊ. �Ï ÅÓÔØ ÚÁÄÁÞÁ \�Ï x ×ÙÂÒÁÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÅÈ r, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Gn(r) = x" Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ\�Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ v; g; h ÎÁÊÔÉ s ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g(Gn(h(s)) = v".(ó×ÏÄÉÔØ �ÅÒ×ÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÎÕÖÎÏ ÔÁË: ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ x ÓÌÕÞÁÊÎÏ×ÙÂÉÒÁÅÍ g; h, É �ÏÌÕÞÉ× ÒÅÛÅÎÉÅ s ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÒÏÊËÉg(x); g; h, ×ÙÄÁÅÍ h(s)".)÷ÔÏÒÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÏÂÒÁÝÅ-ÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ (s; g; h) 7→ (g(Gn(h(s)); g; h) É ÚÁÄÁÞÉ \�Ï r ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅy ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ R(Gn(r); y)" × ÏÄÎÕ ÚÁÄÁÞÕ. á ÉÍÅÎÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ \ËÏÎßÀÎË�ÉÀ" ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ: ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÄÁÎÎÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅ-Ô×ÅÒËÏÊ ×ÉÄÁ (0; g; h; v), ÔÏ ÒÅÛÁÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ s, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ g(Gn(h(s)) = v, Á ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÄÁÎÎÏÅ ÅÓÔØ �ÁÒÁ (1; r), ÔÏ ÎÁÄÏÎÁÊÔÉ r, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R(G(r); y). ëÁË ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ Ó×ÏÄÉÔØ ÉÓÈÏÄ-ÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÜÔÏÊ? ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÏ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ yÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ R(x; y). ÷ÙÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ h; g É ÄÁÅÍ ÒÅÛÁÔÅÌÀ ÞÅ-Ô×ÅÒËÕ (0; g; h; g(x)). òÅÛÁÔÅÌØ ×ÙÄÁÓÔ ÎÁÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏg(Gn(h(s))) = g(x). åÓÌÉ ÎÁÍ �Ï×ÅÚÅÔ É ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ Gn(h(s)) = x (ÔÏÅÓÔØ, ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ ÈÜÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÊ Õ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÓÌÏ× ÂÙÌÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ), ÔÏÄÁÅÍ ÒÅÛÁÔÅÌÀ �ÁÒÕ (1; h(s)). ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÌÁÎÁ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ Ó×ÏÄÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ: �Ï ÄÁÎ-ÎÙÍ g; h; v ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ s, y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ g(Gn(h(s)) = v É R(Gn(h(s)); y).üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÙ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ.éÔÁË, �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÉÓËÁ. äÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n É ÈÜÛ-ÆÕÎË�ÉÉ h; g ÉÚ ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× Hk;l; Hm;k′, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÓÌÏ×Ï v ÄÌÉÎÙk′ (ÚÄÅÓØ l = p(n) É m = q(n), Á k; k′ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ). (îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ q(n)ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÌÉÎÏÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÊ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏ× ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁGn, Á p(n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ×ÙÈÏÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁGn.) îÁÄÏ ÎÁÊÔÉÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á s, x ÄÌÉÎ k, m É ÓÌÏ×Ï y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Gn(h(s)) = x, g(x) = vÉ R(x; y). (óÌÏ×Ï x ÚÄÅÓØ ××ÅÄÅÎÏ ÄÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÏÎÏ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ n; h; s.)�Å�ÅÒØ ÚÁÄÁÄÉÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �n ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÜÔÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ. þÉÓÌÏ n ÕÖÅ ÚÁÄÁÎÏ, ÞÉÓÌÏ k ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈÞÉÓÅÌ ÏÔ 0 ÄÏ l+ 1, Á k′ = k + 1 (�ÏÞÅÍÕ k′ ÎÁÄÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÕÄÅÔ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ). æÕÎË�ÉÉ g; h É ÓÌÏ×Ï v ×ÙÂÉ-19



ÒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ × Hk;l; Hm;k′, É {0; 1}k′, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ(�ÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÕÖÅ ×ÙÂÒÁÎÏ k). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ g; h; v ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ k (ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÅÓÌÉ k ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ.ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï x, ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ �Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ �n (ÍÙ ÚÎÁÅÍ n). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÌÉÎÁ x ÒÁ×ÎÁ m = p(n). ÷ÙÂÉÒÁÅÍÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ k ÏÔ 0 ÄÏ l + 1 É ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ h; g ÉÚ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ× Hk;l; Hm;k+1. úÁ�ÕÓËÁÅÍ ÒÅÛÁÔÅÌØ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ h; g; g(x) (ÉÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ n). òÅÛÁÔÅÌØ ÎÁÍ ×ÏÚ×ÒÁÔÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ s; x′; y. åÓÌÉR(x; y) ÉÓÔÉÎÎÏ, ÔÏ ×ÙÄÁÅÍ y É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ, Á ÉÎÁÞÅ �Ï×ÔÏÒÑÅÍ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÎÏ×ÙÍÉ h; g. ðÏ×ÔÏÒÑÅÍ ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ nl ÒÁÚ, É ÅÓÌÉ ÎÁÍ ÎÉÒÁÚÕ ÎÅ �Ï×ÅÚÅÔ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ y ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ.ðÕÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÅÛÁÔÅÌØ ÎÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁ×ÈÏÄÅ, ×ÚÑÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏ �Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �n, ÒÁ×ÎÁ ". äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ �Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �n ×ÈÏÄÁ x ÍÙÎÅ ÒÅÛÉÍ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÉÓËÁ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÎÅ ÎÁÊÄÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÅÅ y, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ R(x; y)), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ O(l") �ÌÀÓ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÁÌÁÑ (ÏÔ n) ×ÅÌÉÞÉÎÁ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ÉÚ ÎÏÓÉÔÅÌÑ �n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÅ k = k(x) ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ 2=3 < 2k�n(x) ≤ 4=3. îÁÚÏ×ÅÍ �ÁÒÕ (h; g) ∈ Hk;l; Hm;k+1 ÕÄÁÞÎÏÊÄÌÑ x, ÅÓÌÉ k ÌÅÖÉÔ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÒÅÄÅÌÁÈ, x �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ Gn(h(s)) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ x′ × ÏÂÒÁÚÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ g(x′) 6= g(x).ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÉÚ ÎÏÓÉÔÅÌÑ �m ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏ ×ÚÑÔÁÑ �ÁÒÁ (h; g) ∈ Hk;l ×Hm;k+1 ÕÄÁÞÎÁ ÄÌÑ x, ÂÏÌØÛÅ 2=9.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ Ï�ÅÎÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏÇÏ h ÓÌÏ×Ï x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÒÁÚÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Fn(h(s)). ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rx �ÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ r 7→ Gn(r).ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ
∑s P [h(s) ∈ Rx℄− ∑s1 6=s2 P [h(s1) ∈ Rx; h(s2) ∈ Rx℄:÷ ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ
∑s �m(x)− ∑s1 6=s2 �m(x)2 > 2k�m(x)− (2k�m(x))2=2:20



íÎÏÇÏÞÌÅÎ t− t2=2 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ 1 É ÅÇÏ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [2=3; 4=3℄ ÒÁ×ÎÏ 4/9. ÷ ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ k, ÞÉÓÌÏ2k�m(x) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅÍÅÎØÛÅ 4/9.�Å�ÅÒØ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ h Ï�ÅÎÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ g × ÏÂÒÁÚÅ ÆÕÎË�ÉÉ Gn(h(s)) ÉÍÅÅÔÓÑ x′ 6= x, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ g(x′) = g(x). íÏÝÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ 2k, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÚÎÁÞÅÎÉÊ g ÉÍÅÅÔ 2k+1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x′ 6= x ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ g(x′) = g(x) ÒÁ×ÎÁ 2−k−1. õÍÎÏÖÁÑ ÅÅ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ x′ 6= x, �ÏÌÕÞÁÅÍ 1/2.éÔÁË, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÌÅÍÍÙ ÂÏÌØÛÅ (4=9)(1=2) =2=9. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.îÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏ×Ï x ÕÄÏÂÎÙÍ (ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁ),ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ g; h ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÁÒÁ (g; h) ÕÄÁÞÎÁ ÄÌÑ x,ÎÏ ÒÅÛÁÔÅÌØ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÏÊËÅ (g; h; g(x)), ÎÅ ÂÏÌØÛÅ1=9(l + 1). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÄÏÂÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á x ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁÛÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÕÇÁÄÁÅÔ ÔÏ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ìÅÍÍÁ 1, ÉÚÁÔÅÍ ×ÙÂÅÒÅÔ ÕÄÁÞÎÕÀ �ÁÒÕ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2=9(l+1). ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÓ ÏÄÎÏÊ �Ï�ÙÔËÉ ÒÅÛÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÉÓËÁ ÎÁ ÓÌÏ×Å x ÎÅ ÍÅÎØÛÅ2=9(l + 1) − 1=9(l + 1) = 1=9(l + 1). ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÒÅÛÉÔ ÅÅ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ nl �Ï�ÙÔÏË, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (1− 1=9(l +1))nl ≈ e−n=9.äÌÑ ÎÅÕÄÏÂÎÙÈ ÓÌÏ× ÍÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ �ÒÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÙ �ÒÏÓÔÏ Ï�ÅÎÉÍ ÏÂÝÕÀ �n-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈÎÅÕÄÏÂÎÙÈ ÓÌÏ×. äÌÑ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÎÉÍ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙ-ÔÉÑ \�ÁÒÁ (g; h) ÕÄÁÞÎÁ ÄÌÑ x, ÎÏ ÒÅÛÁÔÅÌØ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁÔÒÏÊËÅ (g; h; g(x))" (ÓÌÏ×Ï x ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �m, Á (g; h)×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ, ËÁË Ï�ÉÓÁÎÏ ×ÙÛÅ). ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÏÅ ÎÅÕÄÏÂÎÏÅÓÌÏ×Ï ÄÁÅÔ ×ËÌÁÄ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1=9(l + 1) × ÜÔÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ p=9(l + 1), ÇÄÅ p | ÏÂÝÁÑ �n-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÎÅÕÄÏÂ-ÎÙÈ ÓÌÏ×. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ \ÒÅÛÁÔÅÌØ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÏÊËÅ(g; h; v)" (�Ï ÍÅÒÅ �n, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÍÅÒÕ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÒÏÓÁÎÉÑÈ ÒÅ-ÛÁÔÅÌÑ), ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ (g; h) ∈ Hk;l ×Hm;k+1. úÁÆÉË-ÓÉÒÕÅÍ �ÁÒÕ (g; h). ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (g; h) ÕÄÁÞÎÁÄÌÑ x, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (4=3)2−k. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g(x) = v É (g; h) ÕÄÁÞÎÁ ÄÌÑ x.21



ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÁÑ ÎÁÓ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ
∑x �n(x)P [ÒÅÛÁÔÅÌØ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁ g; h; g(x)℄
≤ (4=3)∑x 2−k P [ÒÅÛÁÔÅÌØ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁ g; h; g(x)℄
≤ (4=3) ∑v∈{0;1}k+1 2−k P [ÒÅÛÁÔÅÌØ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁ g; h; v℄= (8=3)Pv [ÒÅÛÁÔÅÌØ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁ g; h; v℄:÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ v ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÉÚ

{0; 1}k+1. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ \�ÁÒÁ (g; h) ÕÄÁÞÎÁ ÄÌÑ x, ÎÏÒÅÛÁÔÅÌØ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÏÊËÅ (g; h; g(x))" ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ× 8/3 ÒÁÚ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ \ÒÅÛÁÔÅÌØ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ ÎÁÔÒÏÊËÅ (g; h; v)". ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p=9(l + 1) ≤ 8"=3, ÔÏÅÓÔØ p ≤ 24(l + 1)". �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.Referen
es[1℄ Shai Ben-David, Benny Chor, Oded Goldrei
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