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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы.
Диссертационная работа посвящена изучению интерполяционных

свойств модальных логик.
Первые модальные системы были построены К. Льюисом в начале

ХХ века [12]. Многие известные на данный момент модальные системы
ведут начало от таких областей знания, как философия, основания ма-
тематики, информатика, когнитология и математическая лингвистика.

Наблюдающийся в последнее время интерес к модальной логике обу-
словлен связью между этой логикой и логическими основаниями про-
граммирования. Благодаря данной связи стало возможным применение
методов и результатов модальной логики в развитии теории програм-
мирования.

Алгебраическая семантика, а также реляционная семантика модаль-
ной логики, построенная С. Крипке [10], открыли возможность для изу-
чения всей совокупности систем модальной логики. К этому направле-
нию относятся исследования В. Блока, Л. Л. Максимовой, К. Сегербер-
га, Е. Расевой, В. Раутенберга, В. В. Рыбакова, С. Томасона, К. Файна,
В. Б. Шехтмана, Л. Л. Эсакиа и многих других.

В нашей работе будут рассматриваться как расширения известных
модальных систем K4, S4 и S5, так и менее известных wK4 и DL. Ло-
гики S4 и S5 были получены при характеризации различных вариантов
интерпретации оператора 2 («необходимость»), в то же время системы
K и wK4 появились из чисто технических соображений.

Логика wK4 изучалась рядом авторов. В работе Л. Л. Эсакиа [37]
изучение логики wK4 связано с рассмотрением шкал Крипке со слабо
транзитивным отношением достижимости, то есть удовлетворяющим
условию (x 6= z&xRy&yRz ⇒ xRz). Данная логика является проме-
жуточной между минимальной модальной логикой K и логикой K4.
Л. Л. Эсакиа нашел топологическую семантику для wK4 и дал опре-
деление алгебр с деривацией, образующих алгебраическую семантику
этой модальной системы. В диссертации мы будем называть данные
алгебры слабо транзитивными.

Заключительный параграф работы [37] посвящен рассмотрению ло-
гики KS (Krister Segerberg). Данная логика построена К. Сегербергом
в работе [20] при аксиоматизации модальной системы, характеризуе-
мой шкалами 〈W,R〉, в которых отношение достижимости R совпадает
с отношением неравенства. Логика KS позднее изучалась рядом авто-

3



ров, среди которых можно отметить В. Горанко [8] и M. Де Рийке [5],
и получила название логики неравенства DL (Difference logic). Кроме
того, было отмечено (см., например, [11]), что добавление к другим мо-
дальным операторам модальности неравенства существенно увеличива-
ет выразительность языка.

Как правило, при изучении модальных логик выделяются классы
логик, обладающих теми или иными свойствами. К таким свойствам
можно отнести полноту относительно семантики некоторого типа, раз-
решимость, финитную аппроксимируемость, табличность, дизъюнктив-
ное и интерполяционные свойства. Под разрешимостью свойства P мы
будем понимать существование алгоритма, позволяющего по выбранной
формуле A определить, обладает ли логика с аксиомой A этим свой-
ством. Остановимся подробнее на последнем из перечисленных свойств,
которому посвящена данная диссертационная работа.

Интерполяционная теорема была доказана В. Крейгом в 1957 г. для
классической логики предикатов [4]. Это доказательство послужило по-
водом для изучения интерполяции в различных формальных теориях.
В классической логике предикатов интерполяционная теорема Крейга
имеет ряд эквивалентных формулировок, однако для модальных логик
данные формулировки становятся неэквивалентными. В этой связи бы-
ло сформулировано несколько основных вариантов интерполяционного
свойства: интерполяционное свойство Крейга CIP , дедуктивное интер-
поляцинное свойство IPD, ограниченное интерполяционное свойство
IPR [13] и, наконец, слабое интерполяционное свойство WIP [16].

Д. Габбаем (см., например, [7]) доказана интерполяционная теорема
для логик S4 и K, а Г. Шуммом [23] для логики S5. Данные результаты
были существенно расширены Л. Л. Максимовой, получившей доказа-
тельство того, что среди расширений логики S5 ровно четыре логики,
включая S5 и противоречивую логику For, обладают интерполяцион-
ным свойством Крейга [29]. В работе [7] приведен список из 37 логик,
содержащий все непротиворечивые расширения S4, в которых верна
теорема Крейга, а также список из 49 логик, содержащий все непроти-
воречивые расширения S4 со свойством IPD. Доказано, что CIP и IPD

разрешимы над логикой S4. Однако А. В. Чагровым [3,35] доказано, что
над K4 данные свойства неразрешимы. Семейство расширений логики
K4, обладающих свойством CIP , имеет мощность континуума [7].

Цель работы.
Работа посвящена изучению слабой интерполяции над логиками K4

и wK4, а также над логикой неравенства DL, расширяющей wK4.
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Основное содержание диссертации.
В работе получены следующие основные результаты:

1. Получен критерий простоты слабо транзитивных модальных ал-
гебр. На основании критерия найдено полное описание конечно
порожденных простых слабо транзитивных модальных алгебр.
Описана структура вложений конечно порожденных простых DL-
алгебр. Описана решетка многообразий DL-алгебр, а вместе с ней
и решетка расширений логики неравенства. Представлена класси-
фикация многообразий DL-алгебр.

2. Найдены необходимые условия амальгамируемости многообразий
DL-алгебр. Замечено, что для многообразий DL-алгебр слабая
амальгамируемость эквивалентна амальгамируемости. Доказано,
что существует в точности 16 амальгамируемых многообразий
DL-алгебр. Кроме того, получен критерий слабой амальгамиру-
емости многообразий слабо транзитивных модальных алгебр.

3. Доказана разрешимость слабого интерполяционного свойства над
логиками S4, K4 и wK4 и дедуктивного интерполяционного свой-
ства над логикой неравенства. В частности, доказано, что сами
логики wK4 и DL не обладают слабым интерполяционным свой-
ством.

Основные методы.
Интерполяционное свойство было первоначально сформулировано

синтаксически. Л. Л. Максимовой найдены алгебраические эквивален-
ты основных форм интерполяционного свойства для многих классов
неклассических логик. Таким образом, изучение интерполяции в мо-
дальных логиках сводится к изучению амальгамируемости соответству-
ющих многообразий модальнух алгебр. В работе используются семан-
тические и алгебраические методы исследования.

Теоретическая и практическая ценность.
Результаты диссертации имеют теоретическое значение, они могут

быть использованы при дальнейших исследованиях по неклассическим
логикам и универсальной алгебре, а также для чтения специальных
курсов для студентов и аспирантов, специализирующихся в указанных
областях.
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Научная новизна работы.
Все основные результаты диссертационной работы являются новы-

ми.

Апробация работы.
Результаты дисссертации докладывались на семинарах «Неклас-

сические логики» и «Алгебра и логика», проходящих на механико-
математическом факультете Новосибирского государственного универ-
ситета, а также на следующих международных конференциях: «Ма-
тематика в современном мире» (Новосибирск, 2007), «Международная
научная студенческая конференция» (Новосибирск, 2007 и 2009), «Logic
Colloquium» (Швейцария, Берн, 2008), «Мальцевские чтения» (Новоси-
бирск, 2009 и 2010).

Публикации.
Основные результаты изложены в работах [39]— [48]. Статьи [46]—

[48] опубликованы в журналах, входящих в перечень ВАК ведущих
рецензируемых научных журналов и изданий, в которых должны быть
опубликованы основные научные результаты на соискание ученой сте-
пени доктора и кандидата наук.

Структура и объем диссертации.
Диссертация содержит 86 страниц, состоит из введения, трех глав,

содержащих 13 параграфов, и библиографии. Библиография включает
48 наименований.

СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ

Первая глава диссертации носит вспомогательный характер. В ней
вводятся все определения и обозначения, необходимые для изложения
результатов основной части. Приведем основные из них.

Формулы пропозициональной модальной логики строятся с помо-
щью операций → и 2 и константы ⊥. Остальные связки: &, ∨, ¬ — опре-
деляются через исходные обычным образом. Полагаем 3A := ¬2¬A,
⊤ := ⊥ → ⊥.

Нормальной модальной логикой называется множество модальных
формул, содержащее все классические тавтологии и аксиому 2(A →
B) → (2A → 2B) и замкнутое относительно подстановки и правил:

R1.
A, (A → B)

B
(modus ponens);

R2.
A

2A
(правило для необходимости).

6



В работе рассматриваются только нормальные модальные логики,
поэтому слово «нормальная» опускается. Семейство всех модальных
логик, расширяющих модальную логику L, обозначается с помощью
NE(L).

Минимальная модальная логика обозначается K. Перечислим рас-
ширения логики K, которые используются в работе:

wK4 = K + ((A&2A) → 22A);
DL = wK4 + (A → 23A);
K4 = K + (2A → 22A);
S4 = K4 + (2A → A);
S4.1 = S4 + (23A → 32A);
S5 = S4 + (A → 23A).
Пусть p — список пропозициональных переменных, A(p) — фор-

мула, все переменные которой входят в p. Пусть p,q, r — попарно не
пересекающиеся списки переменных.

Говорят, что логика L обладает интерполяционным свой-
ством Крейга (CIP), если выполнено условие: для любых формул
A(p,q), B(p, r) из условия ⊢L A(p,q) → B(p, r) следует существование
формулы C(p), такой, что ⊢L A(p,q) → C(p) и ⊢L C(p) → B(p, r).

Логики K, K4, S4, S4.1, S5, а также противоречивая логика For

обладают интерполяционным свойством Крейга (см., например, [7]).
Логика L обладает дедуктивным интерполяционным свойством

IPD, если выполнено условие: для любых формул A(p,q), B(p, r) из
условия A(p,q) ⊢L B(p, r) следует существование формулы C(p), та-
кой, что A(p,q) ⊢L C(p) и C(p) ⊢L B(p, r).

Говорят, что логика L обладает слабым интерполяционным
свойством WIP, если выполнено условие: для любых формул
A(p,q), B(p, r) условие A(p,q), B(p, r) ⊢L ⊥ влечет существование
формулы C(p), такой, что A(p,q) ⊢L C(p) и C(p), B(p, r) ⊢L ⊥.

Для интерполяционных свойств выполнено следующее соотношение:
CIP ⇒ IPD ⇒ WIP . В модальной логике обратные стрелки не выпол-
няются. В то же время в классической логике все эти свойства эквива-
лентны.

В [16] отмечено, что для любой логики L ∈ NE(S5) свойства CIP ,
IPD, IPR и WIP эквивалентны. Кроме того, все пропозициональные
логики над S4.1 обладают WIP .

Поскольку семейство расширений логики S4.1 континуально, суще-
ствует континуум расширений логики S4, обладающих слабым интер-
поляционным свойством. Таким образом, WIP существенно отличается
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от CIP и IPD, так как свойством IPD, а следовательно, и CIP , обла-
дает лишь конечное число расширений S4 [7].

Параграф 1.2 посвящен описанию алгебраической семантики мо-
дальной логики. Известно (см., например, [3,7]), что существует дуаль-
ный изоморфизм между классом расширений логики и классом подмно-
гообразий соответствующего мноообразия алгебр. Это позволяет иссле-
довать перечисленные классы логик при помощи методов универсаль-
ной алгебры.

Модальной алгеброй называется алгебра A = (|A|,→, 0,2), которая
удовлетворяет тождествам булевой алгебры для операций →, 0 и, кро-
ме того, условиям 21 = 1 и 2(x → y) ≤ 2x → 2y, где 1 = 0 → 0.
Модальная алгебра A называется транзитивной, если 2x ≤ 22x, и
слабо транзитивной, если ⊡x = x&2x ≤ 22x. В свою очередь, слабо
транзитивная модальная алгебра A называется DL-алгеброй, если она
удовлетворяет условию x ≤ 23x, где 3A := ¬2¬A.

Пусть A — формула модального языка. Формула A называется об-
щезначимой в A (пишем A � A), если в A выполнено тождество A = 1.

Пишем A � L вместо (∀A ∈ L)(A � A). Пусть V (L) = {A |
A � L}. Очевидно, что V (L) является многообразием для всякой нор-
мальной модальной логики.

Кроме того, известно, что L = {A | (∀A ∈ V (L))(A � A)} (см. [7]).
Для любого класса K модальных алгебр множество L(K) = {A |
(∀A ∈ K)(A � A)} будет модальной логикой. В частности, если K есть
семейство слабо транзитивных модальных алгебр, то L(K) будет ло-
гикой, расширяющей wK4, если K — семейство DL-алгебр, то L(K)
расширяет DL.

Алгебра называется простой, если она имеет в точности две конгру-
энции. Алгебра называется финитно неразложимой, если она не разла-
гается в подпрямое произведение конечного числа собственных фактор-
алгебр.

Класс алгебр K называется амальгамируемым, если выполнено
условие (AP): для любых A,B,C ∈ K, если β : A → B, γ : A → C —
мономорфизмы, то существуют алгебра D ∈ K и мономорфизмы δ :
B → D, ε : C → D, такие, что δβ = εγ для всех x ∈ A.

Наряду со свойством амальгамируемости введен и слабый его вари-
ант.

Класс алгебр K называется слабо амальгамируемым, если выполне-
но условие (WAP): для любых A,B,C ∈ K, если β : A → B, γ : A →
C — мономорфизмы, то существуют алгебра D ∈ K и гомоморфизмы
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δ : B → D, ε : C → D, такие, что δβ = εγ для всех x ∈ A и алгебра D

невырожденная, если A невырожденная.
При этом, алгебра называется невырожденной, если она содержит

не менее двух элементов.
В работах Л. Л. Максимовой изучаются различные варианты амаль-

гамируемости многообразий модальных алгебр. В частности, в [28] по-
казано, что не более 50 многообразий топобулевых алгебр являются
амальгамируемыми, среди них не более 38 имеют свойство сверхамаль-
гамируемости. В работе [30] найдены необходимые и достаточные усло-
вия амальгамируемости, что позволило свести вопрос о наличии указан-
ных свойств у данного многообразия модальных алгебр к рассмотрению
подкласса конечно порожденных финитно неразложимых алгебр. Сла-
бое интерполяционное свойство сводится к амальгамируемости класса
конечно порожденных простых алгебр [31].

Приведем необходимые теоремы Л. Л. Максимовой:
Теорема [30] Для любой модальной логики L следующие условия

эквивалентны:
1. L обладает интерполяционным свойством IPD;
2. многообразие V (L) амальгамируемо;
3. для любых финитно неразложимых, конечно порожденных A,

B, C из V (L), для любых мономорфизмов β : A → B, γ : A → C

существуют такие алгебра D из V (L) и мономорфизмы δ : B → D,
ε : C → D, что δβ = εγ.

Теорема [14,31] Для каждой модальной логики L следующие усло-
вия эквивалентны:

1. L обладает слабым интерполяционным свойством WIP ;
2. класс простых алгебр многообразия V (L) амальгамируем;
3. класс конечно порожденных простых алгебр многообразия V (L)

амальгамируем.
Кроме того, доказано [16], что WIP равносильно слабой амальгами-

руемости многообразия V (L).
Заключительный параграф данной главы посвящен семантике

Крипке. Семантический подход к изучению логик является наиболее
распространенным, он использует «геометрические» особенности шкал
Крипке.

Шкалой Крипке называется пара W = 〈W,R〉, где W множество
возможных миров и R – бинарное отношение на W . Моделью Крипке
называется тройка M = 〈W,R,〉, где 〈W,R〉 — шкала Крипке, а 

— отношение между возможным миром и формулой, удовлетворяющее
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условию, что для любого x ∈ W и формул A и B (пишем x 1 A, если
x  A не выполнено):

(M0) x 1 ⊥;
(M1) x  A → B ⇔ (x 1 A или x  B);
(M2) x  2A ⇔ ∀y (xRy ⇒ y  A).
Известно [37], что логика wK4 полна по Крипке и характеризует-

ся шкалами со слабо транзитивным отношением R, а логика DL полна
относительно шкал, где R есть отношение неравенства [5]. Логика K4
полна относительно шкал с транзитивным отношением, S4 — с транзи-
тивным и рефлексивным отношением, наконец, S5 — с транзитивным,
рефлексивным и симметричным отношением (см., например, [3, 7]).

Семантика Крипке для всех перечисленных логик безусловно более
наглядна, однако не все модальные логики полны по Крипке (К. Файн
[6], С. Томасон [24]). В этой связи удобным представляется подход, со-
четающий в себе семантические и алгебраические методы. В его основе
лежит теорема о представлении, доказанная Б. Йонссоном и А. Тар-
ским [9] для булевых алгебр с оператором.

Пусть W = 〈W,R〉 шкала Крипке. Обозначим через W+ множе-
ство подмножеств множества W . Тогда W

+ = 〈W+,→, 0,2〉, где 0 = ∅,
X → Y = (W −X)∪Y , 2X = {x ∈ W |∀y(xRy ⇒ y ∈ X)} для X,Y ⊆ W ,
является модальной алгеброй.

Справедлива теорема Йонссона - Тарского о представлении модаль-
ных алгебр (см., например, [7]):

Теорема. Любая модальная алгебра A изоморфно вложима в под-
ходящую алгебру W

+. Если A конечна, то она изоморфна W
+.

Глава 2 посвящена описанию простых транзитивных и слабо транзи-
тивных модальных алгебр, а также простых DL-алгебр и их вложений.

В частности доказаны следующие утверждения:
Теорема 2.4. Слабо транзитивная алгебра A является простой

тогда и только тогда, когда выполнено

⊡x =

{

1, при x = 1;
0, при x 6= 1.

Теорема 2.5. Любая простая слабо транзитивная алгебра являет-
ся DL-алгеброй.

Через V m
n обозначим конечную модальную алгебру с (n+m) атомами

a1, . . . , an, b1, . . . , bm, такими, что для любого атома x:

3x =

{

1, x = ai для некоторого 1 ≤ i ≤ n;
¬x, x = bj для некоторого 1 ≤ j ≤ m.
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Поскольку любой элемент алгебры V m
n однозначно представим как

сумма атомов и 3(y ∨ z) = 3y ∨ 3z, то операция 3 однозначно опреде-
ляется для всех элементов из V m

n .
Теорема 2.7. Любая конечно порожденная финитно неразло-

жимая DL-алгебра является простой и изоморфной алгебре V m
n для

подходящих n,m, где n + m > 0.
Таким образом, класс конечно порожденных простых DL-алгебр с

точностью до изоморфизма совпадает с классом {V m
n | m + n > 0}, обо-

значим его K(DL). В силу теоремы 2.5, класс конечно порожденных
простых слабо транзитивных модальных алгебр также с точностью до
изоморфизма совпадает с K(DL).

Известно (см. [7]), что существует взаимно однозначное соответствие
между вложениями конечных алгебр и p-морфизмами шкал.

Отображение θ шкалы F = 〈T,R〉 на шкалу F ′ = 〈T ′, R′〉 называется
p-морфизмом, если для всех x, y ∈ T , z ∈ T ′ выполнены условия:

(p1) xRy ⇒ θ(x)R′θ(y),
(p2) θ(x)R′z ⇒ (∃y′ ∈ T )(xRy′ и θ(y′) = z).
Третий параграф данной главы посвящен изучению p-морфизмов

DL-шкал.
Шкалы, удовлетворяющие условию: x 6= y ⇒ xRy, будем называть

DL-шкалами. Определим DL-шкалы X
m
n = 〈Xm

n , R〉 следующим обра-
зом:

Xm
n = {a1, . . . , an, b1, . . . , bm},

uRv ⇐⇒ (u 6= v или u = ai для некоторого i, 1 ≤ i ≤ n).

Семейство всех таких шкал обозначим через DLF .
Лемма 2.12. Любая конечная DL-шкала изоморфна X

m
n для подхо-

дящих m и n.
Введено понятие элементарного p-морфизма. Найдено полное опи-

сание элементарных p-морфизмов DL-шкал. Доказано, что любой p-
морфизм из X

m′

n′ на X
m
n является изоморфизмом или композицией эле-

ментарных p-морфизмов шкал из DLF .
Для любых m,n алгебра V m

n изоморфна (Xm
n )+.

Для конечных простых DL–алгебр A и B пишем A 4 B, если и
только если A изоморфно вложима в B.

Исходя из найденного описания p-морфизмов получаем, что для
m ≥ 0, n ≥ 1 имеют место вложения:

V m
n ≺ V m

n+1, V
m
n ≺ V m+1

n , V m
n ≺ V m+2

n−1 . (1)
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Вся структура вложений описывается в следующей теореме.
Теорема 2.9. Отношение 4 является рефлексивным и транзитив-

ным замыканием отношения (1).
Диаграмма отношения 4 представлена на рисунке:

Рис. 1: Структура вложений

Доказано, что семейство DL-логик имеет мощность континуума.
Теоремы 2.7 и 2.9 позволяют дать следующее описание решетки мно-

гообразий DL-алгебр.
Назовем класс K замкнутым вниз, если для любой алгебры A ∈ K

имеем (B 4 A ⇒ B ∈ K).
Теорема 2.10. Существует взаимно однозначное соответствие

между многообразиями DL-алгебр и подклассами класса K(DL), за-
мкнутыми вниз.

Заключительная глава работы посвящена изучению амальгамируе-
мости и интерполяции. В параграфе 3.1 получены необходимые условия
амальгамируемости многообразий DL-алгебр, которые позволяют дока-
зать, что число амальгамируемых многообразий DL-алгебр конечно. В
параграфе 3.2 доказано, что существует в точности 16 амальгамируе-
мых многообразий DL-алгебр, и найдено их полное описание.

12



Теорема 3.1. Существует в точности 16 слабо амальгамируе-
мых многообразий DL-алгебр, им соответствуют следующие подклас-
сы класса K(DL):

1. пустой. В этом случае многообразие содержит только одноэле-
ментную алгебру и соответствует противоречивой логике For;

2. порожденный алгеброй V 1
0 ;

3. порожденный всеми алгебрами V 0
n (n > 0) (в этом случае много-

образие V (L) соответствует логике S5);
4. порожденный алгебрами V 0

n (n > 0) и V 1
0 ;

5. порожденные алгеброй V 0
j , для (j = 1, 2);

6. порожденные парой алгебр V 0
j и V 1

0 , для (j = 1, 2);

7. порожденный алгеброй V 1
1 ;

8. порожденный парой алгебр V 1
1 и V 1

0 ;
9. порожденные алгеброй V k

0 , для (k = 2, 3, 4);
10. порожденные парой алгебр V k

0 и V 1
0 , для (k = 2, 3, 4).

Показано, что амальгамируемость многообразия DL-алгебр эквива-
лентна его слабой амальгамируемости. Таким образом, справедлива сле-
дующая теорема:

Теорема 3.2. Все многообразия теоремы 3.1 и только они явля-
ются амальгамируемыми многообразиями DL-алгебр.

Следующий параграф посвящен изучению слабой интерполяции в
расширениях логик K4 и S4, в нем доказана разрешимость WIP для
этих логик.

На основании результатов параграфа 3.2 в параграфе 3.4 доказа-
но, что существует в точности 16 расширений DL, обладающих дедук-
тивным интерполяционным свойством. Получена аксиоматизация всех
этих расширений (теорема 3.9). Показано, что все они конечно аксио-
матизируемы.

Заметим, что среди данных шестнадцати логик не присутствует сама
DL, так как она не обладает свойством IPD.

Теорема 3.10. Дедуктивное интерполяционное свойство разре-
шимо над логикой DL.

Для проверки справедливости IPD в логике DL+A достаточно про-
верить общезначимость формулы A в конечном числе конечных алгебр.

В этом же параграфе отмечено, что свойства IPD и WIP эквива-
лентны над логикой DL. Над логикой S5 эти свойства равносильны
также свойству CIP [16]. Однако это не так в расширениях логики DL.
В [30] доказано, что логика алгебры V 1

1 не обладает CIP , хотя имеет
IPD.
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Заключительный параграф диссертации посвящен интерполяции
над логикой wK4. Доказывается, что логика wK4 не обладает слабым
интерполяционным свойством.

Проблема слабой интерполяции над wK4 сводится к проблеме де-
дуктивной интерполяции над логикой DL.

Теорема 3.13. Логика L, расширяющая логику wK4, обладает
WIP тогда и только тогда, когда логика L + (A → 23A) обладает
IPD.

Из теорем 3.10 и 3.13 непосредственно следует
Теорема 3.14. Слабое интерполяционное свойство разрешимо над

логикой wK4.
В заключение автор выражает благодарность и глубокую призна-

тельность своему научному руководителю Ларисе Львовне Максимовой
за постановку интересных задач, всестороннюю поддержку и внимание
в течение всей работы.
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